OTTIMIZZAZIONE NON LINEARE
A.A. 2017-18 — 22 Dicembre 2017

prova d’esame (1)

1. Si consideri il problema non vincolato min, , f(z,y), ove f(z,y) = (x — 1)> 4+ y* ed il metodo senza derivate riportato
in fig. 1.

a) Determinare il passo A; ed il punto ; che si ottengono alla fine della prima terazione quando Ag = 1, 79 = (2, 1)7
eD= {:tel, :|:€2}.

b) Determinare un passo Ay > 0 tale che alla fine della prima iterazione si abbia Ay = Ay/2 e 21 = x.

INPUT: o, Do, D
for k=0,1,... do

Let d € D be s.t. flag + AkJ) = ;nel% flxr + Agd;)

if f(zr + Ard) < f(zx) then
Tpy1 — T + Apd, Apyr <+ Ag
else
Apy1 Ak /2, T +— Tk
endif

end while

Figure 1: Metodo per 'esercizio 1

2. Sia f(x) una funzione incognita di variabile reale per la quale & noto che:

a) Determinare una costante L > 0 tale che, per la funzione (lineare a tratti)

le(z) = max {f(i) — Lo —il},

risulti £7,(0) =0, £(.(1)=1, {(2)=-2, {(,(3)=1.
b) Con la costante L trovata nel punto precedente, determinare un punto di minimo globale di ¢ (z) sull’intervallo
[0, 3].

3. Si consideri il problema vincolato
min 27 + (xg — 1)? (1)
stz + a3 < 1.
a) Determinare tutti i punti di KKT del problema (1).

b) Per il problema (1), scrivere una funzione di penalita sequenziale P(z;¢) e calcolarne il valore in (0, 2) T quando
e=1.

b) Per il problema (1), scrivere una funzione Lagrangiana aumentata L, (z,\;€) e calcolarne il valore in (0, 2)T
quandoe =1e A = 1.

4. Per il metodo riportato in fig. 1, dimostrare che, se {z € R? : f(z) < f(x0)} ¢ compatto, limy_c Ay = 0.



OTTIMIZZAZIONE NON LINEARE
A.A. 2017-18 — 22 Dicembre 2017

prova d’esame (1) — svolgimento

a) Nel punto zp la funzione obiettivo vale f(x) = 2. Il metodo riportato in figura, al fine di determinare la direzione
d deve calcolare i valori di funzione obiettivo nei 2n punti xg & Age;. Risulta:

w1 = xg + Agey = (3 1

)"
wy =x0 — Noer = (1, )T flwy) =1,
wg = x0+ Doea = (2, 2)7T f(ws) =5,
wy =10 — Agez = (2, 0T f(wz) =1
Quindi, la direzione d puo indifferentemente essere —e; oppure —e;. Supponiamo d = —e;. In questo caso,

considerato che f(wsy) < f(xp), si avra, al termine della prima iterazione, 1 = we € Ay = A.

b) 1l testo richiede, sostanzialmente, di determinare un passo iniziale che garantisca che la prima iterazione sia una
iterazione di “fallimento” ovvero una iterazione nella quale il punto non cambia ed il passo si riduce. Se il passo

A ¢ incognito, risulta:

wy =20+ Ager = (2+Ag, )T fwr) = (1+A9)* +

wy = 9 — Ngep = ( — Ao, )T f(’wg) = (1 — Ao) + 1
w3z = g + Dges = (2, 1+A0)T f(’wg) = 1+(1+A0)2,
wy = g — Ngeg = (27 1-— )T f(W3) =14+ (1 — A0)2

In particolare, si ha: f(w;) =2+ 2A¢+ A2 e f(way) = 2 —2A¢ + AZ. Affinché la prima iterazione si di fallimento,
deve risultare: f(wi) > f(zo) e f(ws2) > f(;vo) Quindi:

Ag(Ag+2)

>0,
ANo(Ap—2)>0

da cui segue, considerato che Ag > 0, Ay > 2. Ad esempio, il valore Ay = 2 garantisce che la prima iterazione
del metodo si concludera come un fallimento.

a) Affinché risulti £(:) = f(i), i = 0, 1,2, 3, bisogna che:

e quindi L > 3.

(0) = max{0,1 — L,~2 — 2L,1 — 3L} =0,
(1) = max{—L,1,-2— L,1—2L} = 1,
(2) = max{—-2L,1—-L,—-2,1—L} = -2,
(3) = max{—-3L,1 —2L,—-2—-L,1} =1,

b) Sia L = 4. E possibile determinare il punto di minimo globale di ¢(z) ed il relativo valore del minimo globale,
determinando i punti di minimo della ¢(x) nei 3 sottointervalli [0, 1], [1,2] e [2, 3]. Risulta, pertanto,

1—4(2x*? —1)=-2—-42—-2%?), 2"?=15/8, l(z

—A4r*t =1-4(1—2%Y), ' =3/8, L(z™!) = —3/2,
) =-5/2,

—2 —4(x*3 —2)=1—-4(3 -2, 2" =17/8, {(2**) = —5/2.

Quindi, un punto di minimo globale di ¢(z) sull’intervallo [0, 3] &, per esempio, z* = 15/8.

a) Una copia (x,A) & una

coppia di KKT se valgono le seguenti condizioni:

2z + 22Xz =0,

2(xea — 1)+ 2 z2 =0,
3 +25 <1, A >0,
M2 + 23 —1) = 0.

Se supponiamo A > 0, allora 1 =0 e x5 = £1.

Quando x5 = 1, si avrebbe A = 0 che ¢ in contraddizione con l'ipotesi iniziale A > 0.

Quando x5 = —1, si avrebbe A = —2 che ancora contrasta con l'ipotesi A > 0.

Supponiamo ora, A = 0. Da questo segue, 1 = 0 e x5 = 1. Quindi, la coppia

(0, H',0)

¢ 'unica coppia di KKT del problema.



b) L’espressione di una funzione di penalita sequenziale per il problema &
1
P(x;€) = 2?2 + (z2 — 1)? + - max{a? + 23 — 1,0}?
€
e P(0,2;1) = 10.

c¢) L’espressione di una funzione Lagrangiana aumentata per il problema &

A1 G
Lo(z, A\ €) = 22 + (29 — 1)? —&—Amax{x%—!—a:% — 1,—62} + Emax{x% + 2 — 1,—62}

e Lq(0,2,1;1) = 13.



OTTIMIZZAZIONE NON LINEARE
A.A. 2017-18 — 22 Dicembre 2017

prova d’esame (2)

1. Si consideri il problema non vincolato min,, f(z,y), ove f(z,y) = Mz? 4+ y? con M > 0 e linsieme di punti
Xo = {a,b,c} con
a=(1,0"0=(0, 1) 5c=(0, -1)".

a) Determinare un valore di M > 0 tale che f(a) < f(b) e f(a) < f(c).

b) Eseguire una iterazione del metodo senza derivate per il quale in fig. 2 & riportata la generica iterazione k,
definendo l'insieme X ottenuto dal metodo alla fine della iterazione.

e Se

I

f1 <7< fa | allora Xy = X \ {zns1} U {a"} FINE

e Se < f1 |, allora

i
3

— Se f¢ < f7, allora Xp41 = Xg \ {znt+1} U {z¢} FINE
— altrimenti Xgy1 = Xg \ {zn+1} U {z"} FINE

o Se[fn < J7 < fust1] allora

I

— Se fo¢ < f7, allora X411 = Xi \ {xns1} U {z°¢} FINE

— altrimenti shrink

Se | fnt1 < f7 |, allora
— Se fi¢ < fnt1, allora Xp11 = Xi \ {zn+1} U {z°} FINE
— altrimenti shrink

e shrink:

— Xpq1 ={z1,82,...,&n41} dove
—Ii=m +’y(azl—x1),l:2,,n+1,'y€(0,1)

Figure 2: k-esima iterazione del metodo di Nelder&Mead per l’esercizio 1

2. Si consideri il problema vincolato seguente:

min 22+ 3xy +y? — 2
st.x?+y? <1
z >0, y>0.

a) stabilire se il punto (0, 0)" & stazionario per il problema;

b) eseguire una iterazione del metodo di Frank-Wolfe con punto iniziale (0, 0)7 e parametri della ricerca unidimen-
sionale di Armijo vy =1/4, 6 =1/2.

3.SiaD={reR?: 1<z <2, 2< 1y <3} con centroide il punto ¢ = (1/2, 5/2). Utilizzando la tecnica di partizione
di DIRECT:

a) determinare in quanti e quali nuovi punti bisogna calcolare la funzione obiettivo;

b) assegnare valori a tali puti affinché la partizione di D prodotta contenga l'insieme
D={zreR*: 1<z <4/3, 2<z,<3};

c) scrivere la definizione degli insiemi frutto della partizione di D.

4. Per il problema min,cgs f(z), con S insieme convesso e f continuamente differenziabile su R™, dimostrare che condizione
necessaria affinché z* sia un minimo locale e

V@) (x—2*)>0, Vzeb.



