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Generalita
@00

Problemi vincolati

Problema vincolato nonlineare generale

min  f(x) f:R"—R
cv h(x)=0 h:R"—RP p<n (Po)
g(x)<0 g:R"—R"

Sia F I'insieme ammissibile di (Po)
Problema con soli vincoli di uguaglianza o disuguaglianza

mXin f(x) mXin f(x)
cv h(x)=0 cv g(x)<o0
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oeo

Problemi vincolati

Sia x € R", definiamo
o I_(x) ={i:gi(x) <0}
° lo(x) ={i:g&i(x) =0}
o I (x)={i:gi(x) >0}
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Problemi vincolati

Trasformazioni:

min  f(x) " fEX;
x c.v h(x) <0
cv h(x)=0 _h(x) <0
min  f(x) T'}p f(x)
cv g(x)<0 cv g(x)+y?=0,i=1,...,m
min  f(x) f;";‘ f(x)
cv g(x)<0 cv g(x)=yi, vi<0,i=1....m
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Condizioni di ottimo
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Condizioni di ottimalita

x (P)
Supponiamo di conoscere un punto di minimo locale x* del

problema (P)

F(x*) = {de€R": de&didiscesa per f in x*}
G(x*) = {deR": deéammissibile per F in x*}

Proposizione (C.N. di ottimo)
F(x*)NG(x*)=0
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Condizioni di ottimalita

Se f, g sono continuamente differenziabili, possiamo definire

Fo(x*) = {deR": Vf(x*)'d <0}
Go(x*) = {deR": Vg(x*)'d<0,ie h(x*)}

per cui risulta: Fo(x*) C F(x*) e Go(x*) C G(x*) e quindi

Proposizione (C.N. di ottimo)

Fo(X*) M Go(X*) = (Z)

cioé & inammissibile il sistema lineare di disequazioni

VF(x*)Td <0
Vgi(x*)Td <0, iclp(x?)
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Condizioni di ottimalita

Allora

Teorema (Fritz-John, 1948)

Esiste un numero A\j > 0 e dei moltiplicatori A\, ..., Ay, > 0, non tutti
nulli, tali che: \fgi(x*) =0, perognii=1,...,me

NVE(x*)+ > A Vei(x™) =0,
i=1

Definizione

Un punto x € F & un punto di FJ quando in X risulta Fo(X) N Go(X) = 0.

N.B. sono punti di FJ tutte le x € F per cui risulta Go(x) = 0.
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Condizioni di ottimo
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Condizioni di regolarita

Definizione

Un punto x € F é regolare se Gy(x) # ()

Vale la seguente condizione sufficiente di regolarita.

Proposizione

Condizione sufficiente affinché nel punto x € F risulti Go(x)
che sia linearmente indipendente I'insieme {Vgi(x),i € ly(x)

#0e
}
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Condizioni di ottimalita

Supponiamo:
e f, g continuamente differenziabili
@ di conoscere un punto di minimo locale x* del problema (P)
@ che x* sia regolare

eg. {Vg,-(x*), i /o(x*)} lin. indip.
Allora

Teorema (Kaursh, 1939, Kuhn-Tucker, 1951)

Esistono dei moltiplicatori 7, ..., A}, > 0 tali che:

VF(x*)+ > AVei(x*) =0,
i=1

Aigi(x*)=0, perognii=1,...,m.

’
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Condizioni di ottimalita — vinc. di uguaglianza

Supponiamo:
e f,g, h continuamente differenziabili
@ di conoscere un punto di minimo locale x* del problema (P)
@ che in x* i vincoli siano regolari

eg. {th(x*), j=1,...,p Vgi(x*), i e /O(X*)} lin. indip.
Allora

Teorema (Kaursh, 1939, Kuhn-Tucker, 1951)

Esistono dei moltiplicatori A, ..., Ay, > 0, p3, ..., py, tali che:
Vf(x)+Z)\ Vai(x +Z,uJVh =0,
i=1
Nigi(x*) =0, perognii=1,...,m.

<
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Esempio

min  x1 + x»
X

c.v x12+x22—2:0

min = x1 + x»
X

c.v x12—|—x22—2§0

min  x1 + X
X
c.v x12+x22—2§0,X220

min  x3 + xo
X

c.v X2—X13§0, x>0
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Condizioni di ottimalita — prob. convessi

Supponiamo:
e f,g differenziabili e convesse
o h affini, e.g. hj(x)=a'x—b=0

Teorema (Condizione Sufficiente)

Se x* € F e esistono dei moltiplicatori ], ..., A, >0, pi, ..., up
tali che:

)+Z>\*Vg, +Z,uJVh =0,

Aigi(x*) =0, perognii=1,...,m,

allora x* & un minimo locale (globale) di (Py)

<
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Funzione Lagrangiana

Per il problema (Py), definiamo la funzione Lagrangiana

m P
Lo A ) = FO)+ ) Aigi(x) + ) pihi(x)
i—1 j=1

= f(x)+ATg(x)+p"h(x)
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Condizioni di ottimalita

Ci sono condizioni sufficienti di ottimo nel caso non convesso?
Supponiamo:

e f, g, h due volte continuamente differenziabili
o x*, \* u* soddisfano KKT

Teorema (Condizione Sufficiente)
Sed V2 L(x*,\*, u*)d >0, perognid € Y*, d #0

y* — {deR"  Vhi(x")Td=0j=1,....p
Vei(x*)Td =0, i € lp(x*),\f >0,

Vgi(x)Td >0, i € lp(x*),\f = o}

allora x* & un minimo locale stretto di (Pp)

v
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Esempio

min  xi + X
X
c.v X12+X2272§0

min  —0.1(x; — 4)% + x3
X

c.v X12—1—x22—120
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