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Penalita sequenziali
900000000000 00

Algoritmo SEQPEN

Algoritmo SEQPEN
INPUT: maxit, 7>0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Trova una soluzione globale (x*) del problema

min P, (x). (1)

if g(x*) < 7 then STOP

€k+1 = €k/2
endfor
k

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x
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Penalita sequenziali
000000000000 00

Algoritmo SEQPEN

L'algoritmo che abbiamo visto:

@ ad ogni passo richiede di risolvere all'ottimo gloable

in Pc(x);
i, P

@ & (o pud essere) molto costoso;
@ non sempre & possibile;

@ gli algoritmi di min. non vincolata determinano X t.c.

IVP.(R)| < tol.
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Penalita sequenziali
00@00000000000

Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,,q
INPUT: maxit, p>0, k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola x¥ t.c. ||[VP, (x¥)|| < p
if g(x*) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
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Penalita sequenziali
000e0000000000

Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,,q
INPUT: maxit, {7} =0, p>0,k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola xK t.c. [|[VP, (x| < 7«
if 7, < p and g(x¥) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
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Penalita sequenziali
000080000000 00

Proprieta di convergenza

Teorema

Sia {xx} una successione t.c. |V P, (xk)|| < Tk e {xk}xk una
sottosucc. convergente ad x* t.c. siano lin. indipendenti

Vgi(x*), i € (x*), Vhj(x*), Vj.

Allora, x* & un punto di KKT di (Py) con molt. \* e u* t.c.
2 *
— max{g(xx),0}p — A
€k

(Bwa} -
” xk)}K — U
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Penalita sequenziali
000008000000 00

Un po’ di esempi di risoluzione

esempiod:

min —xi3 — X2
s.t. X12 —|—x22 =1

XV = (-1, -1)T

Ammete (x*,y*) = (1, 1)/v/2 come unico punto di minimo
globale
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Penalita sequenziali
000008000000 00

Un po’ di esempi di risoluzione

esempiod:

min —xi3 — X2
s.t. X12 —|—x22 =1

XV = (-1, -1)T

Ammete (x*,y*) = (1, 1)/v/2 come unico punto di minimo
globale

La funzione di penalita esterna é:

1
P(x) = —x —y + =(1 — x* — y?)?
€

Ottimizzazione Non Lineare G. Liuzzi



Un po’ di esempi di risoluzione

Grafici di P.(x) (e =1,0.5,0.05)




Penalita sequenziali
000000800000 00

Un po’ di esempi di risoluzione

esempio4:

min —xi3 — X2
s.t. xf-+—x§ <1
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Penalita sequenziali
0000000 e000000

Un po’ di esempi di risoluzione

maratos:

min —xq +2(x¥ + x5 — 1)
sit.x?+x3=1

XV = (-1, -1)T
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Penalita sequenziali
000000008000 00

Un po’ di esempi di risoluzione

hs14:
min (x; —2)? + (x — 1)?
s.t. x12/4+x22 <1
x1 —2xp = —1
X0 =(2,2)7"

Ottimizzazione Non Lineare G. Liuzzi



Penalita sequenziali
000000000 e0000

Un po’ di esempi di risoluzione

hs24:
min x3((x1 — 3)? — 9)/(27/3)
s.t. xl/\/§—X2 >0
x1 +3x >0
—x1—V3x +6>0
x120, x>0
X0 =(1, 1/2)T
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Penalita sequenziali
000000000 0e000

Un po’ di esempi di risoluzione

hs32:

min (x1 + 3 * xo + x3)% + 4(x1 — x2)?
st.x1+x+x3=1
6x2—|—4X3—xf’23
x1 >0, x>0, x3>0

x%=(0.1, 0.7, 0.2) T
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Penalita sequenziali
00000000000 e00

Un po’ di esempi di risoluzione

hs41:

min 2—X1X2X3
S.t.x1+2x4+2x3 —x4 =0
OSXI' S 17 i:1727374

X0 =(2,2 2 2)7
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Penalita sequenziali
000000000000 e0

Un po’ di esempi di risoluzione

hsbb:

min x; + 2xp + 4xg + e
Sit.x1+2x +5x5 —6=0
X1+X2+X3—3IO
Xs+x5+x—2=0

x1+x4—1=0
X +x5—2=0
x3+x6—2=0

x>0,i=1....6
X1§17 X4§1

x%=(1,2,0,0,0 2)7
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Penalita sequenziali
0000000000000 e

Un po’ di esempi di risoluzione

hs60:
min (x; — 1)2 + (x1 — x2)2 + (x — X3)4
sit.xi(1+x3)+x3 —4-3V2=0
—10<x <10, i=1,2,3
xX0=(2,2 2)7
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Lagrangiani aumentati
000000000000

Tanto per cominciare

Consideriamo il problema con soli vincoli di uguaglianza

min  f(x)
cv. h(x)=0

Ottimizzazione Non Lineare G. Liuzzi



Lagrangiani aumentati
000000000000

Tanto per cominciare

Consideriamo il problema con soli vincoli di uguaglianza

min  f(x)
cv. h(x)=0

Funzione Lagrangiana: L(x, i) = f(x) + pu" h(x)
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Lagrangiani aumentati
000000000000

Tanto per cominciare

Consideriamo il problema con soli vincoli di uguaglianza
min  f(x)
cv. h(x)=0

Funzione Lagrangiana: L(x, i) = f(x) + pu" h(x)

con gradiente (vi ricordo):

Vil(x,p) = VF(x)+ Vh(x)u
Villom) = h(x)
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Lagrangiani aumentati
000000000000

Tanto per cominciare

Consideriamo il problema con soli vincoli di uguaglianza

min  f(x)
cv. h(x)=0

Funzione Lagrangiana: L(x, i) = f(x) + pu" h(x)

con gradiente (vi ricordo):

Vil(x,p) = VF(x)+ Vh(x)u
Villom) = h(x)

Percui, le C.N. di ottimo si possono riassumere in: VL(x,u) =0
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Lagrangiani aumentati
0®0000000000

Punti che soddisfano le C.N. di ottimo sono punti staz. della
funzione Lagrangiana L(x, ) !!
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Lagrangiani aumentati
0®0000000000

Punti che soddisfano le C.N. di ottimo sono punti staz. della
funzione Lagrangiana L(x, ) !!

Purtroppo pero, accade che le soluzione del problema originario
corrispondono (spesso) con punti di “sella” della funzione
Lagrangiana.
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Lagrangiani aumentati
0®0000000000

Punti che soddisfano le C.N. di ottimo sono punti staz. della
funzione Lagrangiana L(x, ) !!

Purtroppo pero, accade che le soluzione del problema originario
corrispondono (spesso) con punti di “sella” della funzione
Lagrangiana.

Quindi, non si puo (banalmente) minimizzare L(x, 1) per risolvere
il problema originario
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Lagrangiani aumentati
00e000000000

Fortunatamente ...

Possiamo “convessificare” L(x, i) nell'intorno delle soluzione del
problema originario (semplicemente) aggiungendo un termine di
penalita, con € > 0 “sufficientemente” piccolo

Lo, i €) = Lx, 1) + G0 IP
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Lagrangiani aumentati
00e000000000

Fortunatamente ...

Possiamo “convessificare” L(x, i) nell'intorno delle soluzione del
problema originario (semplicemente) aggiungendo un termine di
penalita, con € > 0 “sufficientemente” piccolo

1
La(x, i €) = Lx, 1) + | ()]
con gradiente

Voo me) — vxL(X,M)Jr%w(x)h(x)
Vula(x,p€) = V,uL(x, 1) = h(x)
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Lagrangiani aumentati
000800000000

Prima proprieta

Proposizione

Per ogni valore ¢ > 0, ogni punto staz. di Ly(x, u;€) & un punto di
KKT del problema originario e viceversa

Dim.: Sia (X, i) un punto t.c. VL,(x, 1) = 0. Allora, dalla espr.
del gradiente risulta, banalmente: h(x) = 0 e quindi
VxL(x,n) = 0, ovvero (X, i) &€ un punto di KKT.
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Lagrangiani aumentati
000800000000

Prima proprieta

Proposizione

Per ogni valore ¢ > 0, ogni punto staz. di Ly(x, u;€) & un punto di
KKT del problema originario e viceversa

Dim.: Sia (X, i) un punto t.c. VL,(x, 1) = 0. Allora, dalla espr.
del gradiente risulta, banalmente: h(x) = 0 e quindi
VxL(x,n) = 0, ovvero (X, i) &€ un punto di KKT.

Supponiamo ora che (X, 1) sia un punto di KKT e quindi, in
particolare, h(x) = 0 e V,L(x,n) = 0. Allora, dalla espr. del
gradiente di L, si ricava nuovamente VL,(x, i) = 0. O
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Lagrangiani aumentati
0000e0000000

Esempio

Consideriamo il problema

min x3

s.t. x=0

per cui risulta (banalmente) x* =0e pu* =0
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Lagrangiani aumentati
0000e0000000

Esempio

Andamenti della funzione L,(x, —100;€) per e = 1,0.1,0.01

1000

800 - \\

600 - /

400 | T~ \ [

200 /

-200 -

400 ‘ ‘ L
-10 5 0 5 10
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Lagrangiani aumentati

O000@0000000

Esempio

Andamenti della funzione L,(x, —1;¢€) per e =1,0.1,0.01

1000 7
/
/
—c=10 /
800 —e=01 /A
=001
/
/ /
/
/
600 / / g
/
/
400 7
200 - 8
/,,

ol 1
-200 8
400 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

-10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10
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Lagrangiani aumentati
000008000000

Seconda proprieta

E possibile “minimizzare L,(x, )" per determinare minimi locali
del problema originario?
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Lagrangiani aumentati
000008000000

Seconda proprieta

E possibile “minimizzare L,(x, )" per determinare minimi locali
del problema originario?

No, L,(x, u) & lineare in p
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Lagrangiani aumentati
000008000000

Seconda proprieta

E possibile “minimizzare L,(x, )" per determinare minimi locali
del problema originario?

No, L,(x, u) & lineare in p
Si pud tentare di minimizzare L,(x, i) per u fissato
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Lagrangiani aumentati
000008000000

Seconda proprieta

E possibile “minimizzare L,(x, )" per determinare minimi locali
del problema originario?

No, L,(x, u) & lineare in p
Si pud tentare di minimizzare L,(x, i) per u fissato

Cosa manca?
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Lagrangiani aumentati
000000e00000

Seconda proprieta

Sia X una sol. del problema vincolato originale tale che:

@ X & un punto regolare per i vincoli
e la coppia di KKT (X, 1) soddisfa le C.S. del Il ordine
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Lagrangiani aumentati
000000e00000

Seconda proprieta

Sia X una sol. del problema vincolato originale tale che:

@ X & un punto regolare per i vincoli
e la coppia di KKT (X, 1) soddisfa le C.S. del Il ordine

Proposizione

Per valori sufficientemente piccoli di ¢ > 0, X & un minimo
locale stretto di Ly(x, [i; €)
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Lagrangiani aumentati
000000e00000

Seconda proprieta

Sia X una sol. del problema vincolato originale tale che:

@ X & un punto regolare per i vincoli
e la coppia di KKT (X, 1) soddisfa le C.S. del Il ordine

Proposizione

Per valori sufficientemente piccoli di ¢ > 0, X & un minimo
locale stretto di Ly(x, [i; €)

N.B. & necessario conoscere [i!

Ottimizzazione Non Lineare G. Liuzzi



Lagrangiani aumentati
000000080000

Esempio

Consideriamo il problema

min EX —l—gy
st.x+y=1

Calcolare la soluzione del problema (x*, y*, u*)
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Lagrangiani aumentati

OOOOOOOOOOOO

Esempio

Curve di livello di Ly(x,y, fi;

\\\Q)

pere =1a i =0,-0.15-0.25




Lagrangiani aumentati
00000000e000

Proprieta

Proposizione

@ Per ogni valore € > 0, ogni punto staz. di Ly(x,u;€) & un
punto di KKT del problema originario e viceversa

@ Sia (x, 1) una sol. del problema originale. Per valori
sufficientemente piccoli di ¢ > 0, X & un minimo locale di

La(x, i €)
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Lagrangiani aumentati
000000000800

Metodo di soluzione

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7x} = 0, p >0, po, maxit
for k=0,1,... maxit

endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
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Lagrangiani aumentati
000000000800

Metodo di soluzione

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7x} = 0, p >0, po, maxit
for k=0,1,... maxit

Calcola xk t.c. ||VxLa(xk, pk; €x)l| < 7k

endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
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Lagrangiani aumentati
000000000800

Metodo di soluzione

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7x} = 0, p >0, po, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xk t.c. ||VxLa(xk, pk; €x)l| < 7k
if ||V La(xk, 1k €x)|| < p then
X* 4 X, p* < pg, STOP
endif

endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
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Lagrangiani aumentati
000000000800

Metodo di soluzione

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7x} = 0, p >0, po, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xk t.c. ||VxLa(xk, pk; €x)l| < 7k
if ||V La(xk, 1k €x)|| < p then
X* 4 X, p* < pg, STOP
endif
€xt1 = €/
Calcola prg11
endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
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Lagrangiani aumentati
000000000080

Aggiornamento del moltiplicatore

Come si passa da pk a prk+17?
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Lagrangiani aumentati
000000000080

Aggiornamento del moltiplicatore

Come si passa da pk a prk+17?

Supponiamo di aver calcolato xx e supponiamo anche che xi sia
stazionario per la funzione L,(x, uk; €x) cioé

VxLa(Xk, piki €k) = 0

Ovvero
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Lagrangiani aumentati
000000000080

Aggiornamento del moltiplicatore

Come si passa da pk a prk+17?

Supponiamo di aver calcolato xx e supponiamo anche che xi sia
stazionario per la funzione L,(x, uk; €x) cioé

VxLa(Xk, piki €k) = 0

Ovvero
2
VXLa(Xkyl'Lk; Ek) = Vf(Xk) + Vh(Xk) (Mk + ekh(Xk)> =0

Se definiamo puyy1 = px + %h(xk) risultera
Vf(Xk) + Vh(Xk)Mk+1 =0

per cui xx soddisfa la condizione di stazionarieta a meno della
condizione h(xx) =0
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Lagrangiani aumentati
00000000000 e

Metodo di soluzione - Metodo dei Moltiplicatori

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7} = 0, p > 0, po, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xk t.c. || VxLa(xk, pik; €x)|l < 7k
if ||V La(xk, 1k k)| < p then
X* = xg, ¥+ g, STOP
endif

k1 = €/

— 2h(xk)
Mkl = pik + =

endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
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Vincoli di disuguaglianza
[ eJele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 1

Consideriamo il problema

min  f(x)
cv. g(x)<0

Usiamo la trasformazione:
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Vincoli di disuguaglianza
[ eJele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 1

Consideriamo il problema

min  f(x)
cv. g(x)<0

Usiamo la trasformazione:

0 gi(x)<0 ~ g(x)+y?=0,i=1,...,m

Ottimizzazione Non Lineare G. Liuzzi



Vincoli di disuguaglianza
[ eJele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 1

Consideriamo il problema

cv. g(x)<0
Usiamo la trasformazione:
0 gi(x)<0 ~ g(x)+y?=0,i=1,...,m

m m

Loy, i) = F00 + S0 M) +372) + - D (&0 + 37

i=1 i=1
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Vincoli di disuguaglianza
[ eJele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 1

Consideriamo il problema

cv. g(x)<0
Usiamo la trasformazione:
0 gi(x)<0 ~ g(x)+y?=0,i=1,...,m

m m

La(x,y, A€) = F(x) + > Nilai(x) +y7) + % > (&) + )
i=1 i=1
= 1) + AT8 00 + 807 + = 3 (hv? + 28007 + )
i=1
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Vincoli di disuguaglianza
(o] lele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 2

Quindi

min  f(x)
cv. g(x)<0
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Vincoli di disuguaglianza
(o] lele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 2

Quindi
min  f(x) ovvero min  f(x)
cv. g(x)<o0 e cv. g(x)+y?=0,i=1,....m
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Vincoli di disuguaglianza
(o] lele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 2

Quindi
min  f(x) ovvero min  f(x)
cv. g(x)<o0 e cv. g(x)+y?=0,i=1,....m
abbiamo
1 1 &
La(x v, A €) = FO)+ATg()+llg(IP+2 D (ediv? + 28i(x)y? + )
i=1
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Vincoli di disuguaglianza
(o] lele]e]

Problemi con soli vincoli di disuguaglianza — 2

Quindi
min  f(x) ovvero min  f(x)
cv. g(x)<o0 e cv. g(x)+y?=0,i=1,....m
abbiamo
1 1 &
La(x v, A €) = FO)+ATg()+llg(IP+2 D (ediv? + 28i(x)y? + )
i=1

fissati € e A, bisogna “risolvere”

min La(x, y, A; €)
Xy
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Vincoli di disuguaglianza
[e]e] lele]

Gradiente della Lagrangiana

Vila = VI(x)+ Vg(x)A+ = Zg, )+ ¥7)Vei(x)

VL, = g(X)+y2

4 A;
VL, = Vi <62+gi(X)+y,'2>
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Vincoli di disuguaglianza
[e]e] lele]

Gradiente della Lagrangiana

Vila = VI(x)+ Vg(x)A+ = Zg, )+ ¥7)Vei(x)

VL, = g(X)+y2

4 A;
VL, = Vi <62+gi(X)+y,'2>

Quindi, ponendo VL, = 0 otteniamo

>\.
Yi <62' + gi(x) +y,-2> =0
ovvero

2 Ai
yi = max {0, —65 — g,-(x)}



Vincoli di disuguaglianza
[e]e]e] o]

Espressione per vincoli di disuguaglianza

La(x, A €)

F(x) + AT (g(x) + max {0’ ‘% - g(X)})
% Hg(x) + max {07 —6% - g(X)} 2

_|_

Ovvero
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Vincoli di disuguaglianza
[e]e]e] o]

Espressione per vincoli di disuguaglianza

L(x, Aie) = F(x)+ A" (g(x) + max {0’ ‘E% —&l) })
+ % Hg(X) + max {07 —6% - g(X)} 2
Ovvero
i) = 1)+ mec{e) -3+ oo 3|
Vila(x,A6) = Vf(x)+ Vg(x) (/\ + - max {g(x)’ _62})

T
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Vincoli di disuguaglianza
[ee]e]e] ]

Metodo di soluzione - Metodo dei Moltiplicatori

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 8> 1, {7} =0, p>0, Ao, pto, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xx t.c. [|[VxLa(xk, ik, Me; €x)|| < 7x
if ||V La(Xk, ftic, ki €)|] < p then
X* 4= X, pUF 4= pik, A* 4= A STOP

endif

k1 = €x/B

Mk+1 = Mk + 2he(fk). Akl = Ai + 2max{g(xk€)k’*6k/\k/2}
endfor

Return: miglior coppia trovata (x*, u*, \*)
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