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Preliminari

min
x

f (x)

c.v . g(x) ≤ 0
(P)

Definizione (Direzione di discesa)

d 6= 0 è una direzione di discesa per f in x quando ∃ ᾱ > 0 tale
che

f (x + αd) < f (x), per ogni α ∈ (0, ᾱ]

Definizione (Direzione ammissibile)

d 6= 0 è una direzione ammissibile per F in x ∈ F quando
∃ ᾱ > 0 tale che

x + αd ∈ F , per ogni α ∈ (0, ᾱ]
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Condizioni di ottimalità

min
x

f (x)

c.v . g(x) ≤ 0
(P)

Supponiamo di conoscere un punto di minimo locale x∗ del
problema (P)

F (x∗) = {d ∈ Rn : d è di discesa per f in x∗}
G (x∗) = {d ∈ Rn : d è ammissibile per F in x∗}

Proposizione (C.N. di ottimo)

F (x∗) ∩ G (x∗) = ∅
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Condizioni di ottimalità

Se f , g sono continuamente differenziabili, possiamo definire

F0(x∗) = {d ∈ Rn : ∇f (x∗)>d < 0}
G0(x∗) = {d ∈ Rn : ∇gi (x∗)>d < 0, i ∈ I0(x∗)}

per cui risulta: F0(x∗) ⊆ F (x∗) e G0(x∗) ⊆ G (x∗) e quindi

Proposizione (C.N. di ottimo)

F0(x∗) ∩ G0(x∗) = ∅

cioè è inammissibile il sistema lineare di disequazioni

∇f (x∗)>d < 0
∇gi (x∗)>d < 0, i ∈ I0(x∗)
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Condizioni di ottimalità

Allora

Teorema (Fritz-John, 1948)

Esiste un numero λ∗0 ≥ 0 e dei moltiplicatori λ∗1 , . . . , λ
∗
m ≥ 0, non tutti

nulli, tali che: λ∗i gi (x
∗) = 0, per ogni i = 1, . . . ,m e

λ∗0∇f (x∗) +
m∑
i=1

λ∗i ∇gi (x∗) = 0,

Definizione

Un punto x̄ ∈ F è un punto di FJ quando in x̄ risulta F0(x̄) ∩ G0(x̄) = ∅.

N.B. sono punti di FJ tutti i vettori x ∈ F per cui risulta G0(x) = ∅.
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Condizioni di regolarità

Definizione

Un punto x ∈ F è regolare se G0(x) 6= ∅

Vale la seguente condizione sufficiente di regolarità.

Proposizione

Condizione sufficiente affinché nel punto x ∈ F risulti G0(x) 6= ∅ è
che sia linearmente indipendente l’insieme {∇gi (x), i ∈ I0(x)}
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Condizioni di ottimalità

Supponiamo:

f , g continuamente differenziabili

di conoscere un punto di minimo locale x∗ del problema (P)

che x∗ sia regolare

e.g.
{
∇gi (x∗), i ∈ I0(x∗)

}
lin. indip.

Allora

Teorema (Kaursh, 1939, Kuhn-Tucker, 1951)

Esistono dei moltiplicatori λ∗1, . . . , λ
∗
m ≥ 0 tali che:

∇f (x∗) +
m∑
i=1

λ∗i∇gi (x∗) = 0,

λ∗i gi (x
∗) = 0, per ogni i = 1, . . . ,m.
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