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Il metodo di Nelder-Mead

Alla generica iterazione k lo stato dell’algoritmo & dato da:
Xk = {X17X27 s aXn+1}
indichiamo f; = f(x;) e supponiamo Xy ordinato in modo che

i<h <. <fhy.
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Il metodo di Nelder-Mead

Alla generica iterazione k lo stato dell’algoritmo & dato da:
Xk = {x1,X2, ..., Xnt1}
indichiamo f; = f(x;) e supponiamo Xy ordinato in modo che
A<h < <fopr

Ricordiamo |'espressione del “centroide” dei primi n punti in X

n
_ 1
X:*E Xj
n<
i=1
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Il metodo di Nelder-Mead

Alla generica iterazione k lo stato dell’algoritmo & dato da:
Xk = {x1,X2, ..., Xnt1}
indichiamo f; = f(x;) e supponiamo Xy ordinato in modo che
A<h < <fopr

Ricordiamo |'espressione del “centroide” dei primi n punti in X

n
_ 1
X:*E Xj
n<
i=1

Idea: Sfruttare x,4+1 e X per cercare un punto “migliore” di x,41
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Il metodo di Nelder-Mead

Dato un parametro u, definiamo

x(p) = X+ (X — Xp+1)
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Il metodo di Nelder-Mead

Dato un parametro u, definiamo

x(p) = X+ (X — Xp+1)

Il metodo usa: —1 < pjc < 0 < floc < pir < fhe €

inner contraction xic< = x(ui), fic = f(x'c
1

(outer contraction) x°¢ = x(foc), fec = f(x°9)

reflect x" = x(ur), fr = f(x'

(

(expand) x€ = x(pe), fe = f(x9)
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Nelder-Mead
[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|f < f" < fy| allora X1 = Xic \ {Xns1} U{x"} FINE
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|fi < < f,| allora Xps1 = Xi \ {xns1} U {x"} FINE
@ Se , allora
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|fi < < f,| allora Xps1 = Xi \ {xns1} U {x"} FINE
@ Se , allora

o Se e < f" allora Xyr1 = Xi \ {xns1} U {x°} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|fi < < f,| allora Xps1 = Xi \ {xns1} U {x"} FINE
@ Se , allora

o Se e < f" allora Xyr1 = Xi \ {xns1} U {x°} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE

fo <M< fpya ‘ allora

@ Se
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|f < f" < fy| allora X1 = Xic \ {Xns1} U{x"} FINE
@ Se , allora

o Se e < f allora Xys1 = Xk \ {xnt1} U {x°} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE

fo <M< fpya ‘ allora

o Se ¢ < f', allora Xky1 = Xk \ {xn+1} U {x°} FINE
o altrimenti shrink

@ Se
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|f < f" < fy| allora X1 = Xic \ {Xns1} U{x"} FINE
@ Se , allora

o Se e < f allora Xys1 = Xk \ {xnt1} U {x°} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE

fo <M< fpya ‘ allora

o Se ¢ < f', allora Xky1 = Xk \ {xn+1} U {x°} FINE
o altrimenti shrink

@ Se , allora

@ Se
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[e]e] lelelelelele]elo]e)

lterazione k

o Se|f < f" < fy| allora X1 = Xic \ {Xns1} U{x"} FINE
@ Se , allora

o Se fe < f" allora Xii1 = Xk \ {Xnsr1} U {x®} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE
o <M< frin \ allora

o Se ¢ < f', allora Xky1 = Xk \ {xn+1} U {x°} FINE
o altrimenti shrink

@ Se , allora

o Se i < fouq, allora X1 = Xk \ {xns1} U {x*} FINE
o altrimenti shrink

@ Se
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lterazione k

o Se|f < f" < fy| allora X1 = Xic \ {Xns1} U{x"} FINE
@ Se , allora

o Se fe < f" allora Xii1 = Xk \ {Xnsr1} U {x®} FINE
o altrimenti Xi11 = Xk \ {xn+1} U {x"} FINE
o <M< frin \ allora

o Se ¢ < f', allora Xky1 = Xk \ {xn+1} U {x°} FINE
o altrimenti shrink

@ Se , allora

o Se i < fouq, allora X1 = Xk \ {xns1} U {x*} FINE
o altrimenti shrink

@ Se

@ shrink:
o Xiy1={x1,%,..., %41} dove
o {i=xi+y(xi—x1), i=2,...,n+1, v€(0,1)
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Esempio su Funzione di Broyden

~0.41

-0.5r

-0.6

-09r

—11F
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Esempio su Funzione di Broyden

~0.41

-0.5r

-0.6
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Esempio su Funzione di Broyden

Ottimizzazione dei Sistemi Complessi G. Liuzzi



Nelder-Mead
[e]e]e] lelelelele]elo]e)

Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden

Ottimizzazione dei Sistemi Complessi G. Liuzzi



Nelder-Mead
[e]e]e] lelelelele]elo]e)

Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden
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Esempio su Funzione di Broyden

Ottimizzazione dei Sistemi Complessi G. Liuzzi



Nelder-Mead
[e]e]e] lelelelele]elo]e)

Esempio su Funzione di Broyden
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Esercizio

Sia
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Esercizio

Sia
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Esercizio

Sia

Il centroide X di x; e xo (dopo il riordino) &

= (12)
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Esercizio

Sia

Il centroide X di x; e xo (dopo il riordino) &

= (12)

Il metodo considera i punti
x(p) = X+ pd = X + p(X — x3)
per valori p =1, 2, 1/2, —1/2
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Esercizio

@ sicalcolad =x—x3 = (1, —1/2)"
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Esercizio

@ sicalcolad =x—x3 = (1, —1/2)"

@ sicalcolax, =x(1)=%+d=(2, 0)"
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Esercizio

@ sicalcolad =x—x3 = (1, —1/2)"
e sicalcola x, = x(1) =x+d = (2, 0)7
@ si calcola xe = x(2) =x +2d = (3, —1/2)"
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Esercizio

@ sicalcolad =x—x3 = (1, —1/2)"

e sicalcola x, = x(1) =x+d = (2, 0)7

e sicalcola xe = x(2) =x+2d = (3, —1/2)"

e si calcola xpc = x(1/2) = x+1/2d = (3/2, 1/4)"
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Esercizio

sicalcolad =% —x3 = (1, —1/2)"

sicalcola x, = x(1) =x+d = (2, 0)"

si calcola xe = x(2) = x+2d = (3, —1/2)"

si calcola xoe = x(1/2) = x+1/2d = (3/2, 1/4)"
si calcola xc = x(—1/2) = x —1/2d = (1/2, 3/4)"
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Nelder&Mead

In R? siano dati i seguenti punti:

(1) a-(2)2-(3)

a cui corrispondono: f(x1) =1, f(x2) =3, f(x3) =
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Nelder&Mead

In R? siano dati i seguenti punti:

(1) a-(2)2-(3)

a cui corrispondono: f(x1) =1, f(x2) =3, f(x3) = 5.

Determinare i punti x,, xe, Xoc € Xjc utilizzati nel metodo di
Nelder& Mead
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E un “buon” metodo?

La risposta é:
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E un “buon” metodo?

La risposta é:

@ generalmente Si

@ perd non ha proprieta di convergenza a punti stazionari
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E un “buon” metodo?

La risposta é:

@ generalmente Si
@ perd non ha proprieta di convergenza a punti stazionari

@ esistono contro-esempi sui quali converge a punti NON
stazionari

@ p.es. la funzione di McKinnon
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La funzione di McKinnon

0o|x|" +y +y? sex<0
Ox™ +y + y? se x>0

f(X,y)z{

@ strettamente convessa per 7 > 1

@ continuamente differenziabile per 7 > 1
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La funzione di McKinnon

0o|x|" +y +y? sex<0
Ox™ +y + y? se x>0

f(X,y)z{

@ strettamente convessa per 7 > 1
@ continuamente differenziabile per 7 > 1

@ due volte cont. differenziabile per 7 > 2
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La funzione di McKinnon

_ [ 00X +y +y? sex<0
f(X’y)_{GXT+y+y2 se x>0

@ strettamente convessa per 7 > 1
@ continuamente differenziabile per 7 > 1
@ due volte cont. differenziabile per 7 > 2

@ tre volte cont. differenziabile per 7 > 3
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La funzione di McKinnon

Per 7 =2, 0 =6, ¢ =60, la funzione &

y mu‘u“\\

-0.2
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La funzione di McKinnon

Se inizializziamo il metodo di Nelder-Mead con il simplesso

~{6)- () () )

H
5
w
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La funzione di McKinnon
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La funzione di McKinnon
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La funzione di McKinnon

N
\
f
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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La funzione di McKinnon
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Perche...

@ Compass Search “funziona” ?
@ Hooke & Jeeves “funziona” ?

o Nelder & Mead “non funziona” (teoricamente) ?
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Analisi
900000000

Perche...

@ Compass Search “funziona” ?
@ Hooke & Jeeves “funziona” ?

o Nelder & Mead “non funziona” (teoricamente) ?

Cosa “davvero” distingue i primi due dal terzo ?
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Perche...

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45
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Perche...

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
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Perche...

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
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0@0000000

Perche...

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
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Angolo tra due vettori

Coseno dell'angolo tra due vettori
in R™

VTd 06
0(d,v) = ——— y
o) = ] J
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[e]e]e] lele]ele]e)

Angolo vettore — insieme di vettori

Dati:
@ un insieme finito di vettori
(direzioni) D

@ un vettore v € R"

#(v) = max e max cos 6(d, v)
~ deD ||v||||d]|  deD ’
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[e]e]e]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

vid

—max -~ % = 6(d
W) = T2 Tl ~ Fep st )
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[e]e]e]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

vid

P(v) = quagm = max cos 0(d, v)

Dato un insieme finito di vettori (di-
rezioni) D

(D) = min 6(v) = min max
P = JE Y T DR b VI k(D) =

Sl

Ottimizzazione dei Sistemi Complessi G. Liuzzi



Analisi
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Misura del coseno (di un ins. di vettori)

o) = max " _ maxcost(d, v)
VTG v]d] ~ dep Y

Dato un insieme finito di vettori (di-
rezioni) D

vid
K(D) — min ¢(V) = min max ———
veER? veRn deD |v||||d|| #(D) =0
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e quindi

Quando D = {te1,tey, ..., Lten}
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. e quindi ...

Quando D = {te1,tey, ..., Lten}

1
k(D)=—>0 o
(D) NG -
Comunque scelto un v € R”, esiste d € ..
D tale che ’
vid :

= cosf(d,v) > k(D) >0
vl
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. e quindi ...

Quando D = {te1,tey, ..., Lten}

1
D)y=—>0
WD) = -
Comunque scelto un v € R”, esiste d €
D tale che

vid
vl

= cosf(d,v) > k(D) >0

Quando v = —Vf(x) # 0, esiste sempre
una direzione d € D di discesa
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e quindi

Quando D = {vedi figura}

k(D) <0
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. e quindi ...

Quando D = {vedi figura}

k(D) <0
esistono v € R" tali che, perognid € D,
si ha 3
vid
=cosf(d,v) <0
vl
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. e quindi ...

Quando D = {vedi figura}

k(D) <0
esistono v € R" tali che, perognid € D,
si ha
vid

vl

=cosf(d,v) <0

Potrebbe capitare che Vf(x) # 0, e ogni
d € D e tale che

—Vf(x)"d <0
cioé nessuna dir. in D & di discesa
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. e quindi ...

per il metodo compass search che usa
e D=1{tey,...,*en},
o k(D) =1/y/(n)>0

quando il punto corrente non ¢& stazionario (Vf(x) # 0)
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. e quindi ...

per il metodo compass search che usa
e D=1{tey,...,*en},
o k(D) =1/y/(n)>0

quando il punto corrente non ¢& stazionario (Vf(x) # 0)

@ esiste sempre (almeno) una direzione d € D che ¢ di discesa

Vi(x)Td <0
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. e quindi ...

per il metodo compass search che usa
e D=1{tey,...,*en},
o k(D) =1/y/(n)>0

quando il punto corrente non ¢& stazionario (Vf(x) # 0)

@ esiste sempre (almeno) una direzione d € D che ¢ di discesa

Vi(x)Td <0

@ per passi A sufficientemente piccoli deve accadere

F(x + Ad) < f(x)
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. e quindi ...

per il metodo compass search che usa
e D=1{tey,...,*en},
o k(D) =1/y/(n)>0

quando il punto corrente non ¢& stazionario (Vf(x) # 0)

@ esiste sempre (almeno) una direzione d € D che ¢ di discesa

Vi(x)Td <0

@ per passi A sufficientemente piccoli deve accadere
f(x+Ad) < f(x)
ciog il punto x corrente (se non-stazionario) prima o dopo viene

aggiornato
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. e quindi ...

per il metodo Nelder&Mead che usa
e Dtc. k(D)<O0

anche se il punto corrente non & stazionario (Vf(x) # 0)
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. e quindi ...

per il metodo Nelder&Mead che usa
e Dtc. k(D)<O0

anche se il punto corrente non & stazionario (Vf(x) # 0)

e le direzioni d € D potrebbero tendere a direzioni d che non
sono di discesa B
VF(x)'d >0
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. e quindi ...

per il metodo Nelder&Mead che usa
e Dtc. k(D)<O0

anche se il punto corrente non & stazionario (Vf(x) # 0)

e le direzioni d € D potrebbero tendere a direzioni d che non
sono di discesa B
VF(x)'d >0

@ anche per spostamenti piccolissimi (i.e. punti in X vicinissimi)
nessuno dei punti X, Xe, Xoc, Xic Migliora il valore f(x)
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. e quindi ...

per il metodo Nelder&Mead che usa
e Dtc. k(D)<O0

anche se il punto corrente non & stazionario (Vf(x) # 0)

e le direzioni d € D potrebbero tendere a direzioni d che non
sono di discesa B
VF(x)'d >0

@ anche per spostamenti piccolissimi (i.e. punti in X vicinissimi)
nessuno dei punti X, Xe, Xoc, Xic Migliora il valore f(x)

cioe il punto x corrente non-stazionario non viene mai aggiornato!!
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