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Lagrangiano aumentato (vinc. uguaglianza)

La(x , µ; ε) = L(x , µ) +
1

ε
‖h(x)‖2

con gradiente

∇xLa(x , µ; ε) = ∇xL(x , µ) +
2

ε
∇h(x)h(x)

∇µLa(x , µ; ε) = ∇µL(x , µ) = h(x)
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Proprietà

Proposizione

Per ogni valore ε > 0, ogni punto staz. di La(x , µ; ε) è un
punto di KKT del problema originario e viceversa

Sia (x̄ , µ̄) una sol. del problema originale. Per valori
sufficientemente piccoli di ε > 0, x̄ è un minimo locale di
La(x , µ̄; ε)
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Metodo di soluzione - Metodo dei Moltiplicatori

Algoritmo SEQLAGR

Dati: ε◦ > 0, β > 1, {τk} → 0, {ηk} → 0, ρ > 0, µ◦, maxit

for k = 0, 1, . . . ,maxit

Calcola xk t.c. ‖∇La(xk , µk ; εk)‖ ≤ τk
if ‖∇La(xk , µk , λk ; εk)‖ < ρ then

x∗ ← xk , µ∗ ← µk , STOP

endif

if ‖h(xk+1)‖ ≤ ηk then εk+1 = εk

else εk+1 = εk/β

µk+1 = µk + h(xk )
εk

endfor

Return: miglior coppia trovata (x∗, µ∗)
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Problemi con soli vincoli di disuguaglianza – 1

Consideriamo il problema

min f (x)
c.v . g(x) ≤ 0

Abbiamo due alternative:

1) gi (x) ≤ 0  gi (x) + y2i = 0, i = 1, . . . ,m

La(x , y , λ; ε) = f (x) +
m∑
i=1

λi (gi (x) + y2i ) +
1

ε

m∑
i=1

(gi (x) + y2i )2

= f (x) + λ>g(x) +
1

ε
‖g(x)‖2 +

1

ε

m∑
i=1

(
ελiy

2
i + 2gi (x)y2i + y4i

)
2) gi (x) ≤ 0  gi (x) + si = 0, si ≥ 0, i = 1, . . . ,m

La(x , s, λ; ε) = f (x) +
m∑
i=1

λi (gi (x) + si ) +
1

ε

m∑
i=1

(gi (x) + si )
2
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Problemi con soli vincoli di disuguaglianza – 2

Se consideriamo l’opzione 1, quindi

min f (x)
c .v . g(x) ≤ 0

ovvero
min f (x)
c .v . gi (x) + y2i = 0, i = 1, . . . ,m

abbiamo

La(x , y , λ; ε) = f (x)+λ>g(x)+
1

ε
‖g(x)‖2+

1

ε

m∑
i=1

(
ελiy

2
i + 2gi (x)y2i + y4i

)
fissati ε e λ, bisogna “risolvere”

min
x ,y

La(x , y , λ; ε)
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Problemi con soli vincoli di disuguaglianza – 3

Se consideriamo l’opzione 2, quindi

min f (x)
c .v . g(x) ≤ 0

ovvero
min f (x)
c .v . gi (x) + si = 0, i = 1, . . . ,m

si ≥ 0, i = 1, . . . ,m

abbiamo

La(x , s, λ; ε) = f (x) +
m∑
i=1

λi (gi (x) + si ) +
1

ε

m∑
i=1

(gi (x) + si )
2

fissati ε e λ, bisogna “risolvere”

min
x ,s

La(x , s, λ; ε)

c .v . s ≥ 0
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Gradiente della Lagrangiana

∇xLa = ∇f (x) +∇g(x)λ+
2

ε

m∑
i=1

(gi (x) + y2i )∇gi (x)

∇λLa = g(x) + y2

∇yiLa =
4

ε
yi

(
ε
λi
2

+ gi (x) + y2i

)
Quindi, ponendo ∇yiLa = 0 otteniamo

yi

(
ε
λi
2

+ gi (x) + y2i

)
= 0

ovvero

y2i =

{
0 casoA

max
{

0,−ελi2 − gi (x)
}

casoB
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Vogliamo minimizzare

quindi, i termini (
ελiy

2
i + 2gi (x)y2i + y4i

)
valgono:{

0 casoA

2 max{0,−ελi2 − gi}(ελi2 + gi ) + max{0,−ελi2 − gi}2 casoB

Nel caso B, in particolare quando −ελi2 − gi > 0, si ottiene

−
(
ε
λi
2

+ gi (x)

)2

< 0

Quindi si può concludere che il minimo rispetto alle yi lo si ottiene
per

y2i = max

{
0,−ελi

2
− gi

}
.
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Espressione per vincoli di disuguaglianza

La(x , λ; ε) = f (x) + λ>
(
g(x) + max

{
0,−ελ

2
− g(x)

})
+

1

ε

∥∥∥∥g(x) + max

{
0,−ελ

2
− g(x)

}∥∥∥∥2
Ovvero

La(x , λ; ε) = f (x)+λ>max

{
g(x),−ελ

2

}
+

1

ε

∥∥∥∥max

{
g(x),−ελ

2

}∥∥∥∥2
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Storie di successo

LANCELOT rev.B

Ultima versione del pacchetto LANCELOT disponibile nella
collezione di routine per l’ottimizzazione nonlineare GALAHAD2

ALGENCAN

Augmented Lagrangian using GENCAN parte del TANGO
(Trustable Algorithms for Nonlinear General Optimization)
project 3

2http://www.galahad.rl.ac.uk/
3http://www.ime.usp.br/∼ebirgin/tango
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Introduzione

Consideriamo il problema (con soli vincoli di disuguaglianza)

min
x

f (x)

c.v . g(x) ≥ 0

F regione ammissibile
◦
F= Int(F) = {x ∈ Rn : gi (x) > 0}

Assumiamo
◦
F6= ∅
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Funzione di Barriera

La più diffusa funzione di “barriera” per il problema considerato è:

P(x ;µ) = f (x)− µ
m∑
i=1

log gi (x), dove

b(x) = −
m∑
i=1

log gi (x) (termine di barriera).

N.B.

b(x) (e quindi P(x ;µ)) è definita per ogni x ∈
◦
F

Supponiamo b(x) = +∞ per ogni x 6∈
◦
F
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Esempio 1

min
x

x

c .v . x ≥ 0
1− x ≥ 0

La funzione di barriera per il prob-
lema è

P(x ;µ) = x−µ log x−µ log(1−x)
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Esempio 2

min
x

(x + 0.5)2 + (x2 − 0.5)2

c.v . x1 ∈ [0, 1], x2 ∈ [0, 1]

La funzione di barriera per il problema è

P(x ;µ) = (x + 0.5)2 + (x2 − 0.5)2

−µ[log x1 + log(1− x1)]

−µ[log x2 + log(1− x2)]
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Esempio 2
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Esempio 2

per µ = 1→ 0.0085 abbiamo
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