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Pseudo-codice del “compass search”

INPUT: xg, Ao, Amin, maxit, D = {£e;,i =1,...,n}
k<« 0, x+ xp, A+ Ay

while k <maxit and A, > A, do

k< k+1

if 3dc Dst f(x,+ Ard) < f(xx) then
Xpp1 = Xk + Dpd, Dpyq + Ay

else
D1+ Di/2, X1+ xx

endif

k< k+1

end while

RETURN: x (miglior punto determinato){x.}, {Ax}
successioni di punti e passi
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Pseudo-codice del “compass search” forte

INPUT: xp, Ao, Apmin, maxit, D = {+e;,i=1,...,n}
k<0, x < xg, A < Ag
while k <maxit and A, > A, do
k< k+1 _
Let d € D be s.t. f(Xk + Akd) = cr!nelg f(Xk + Akd,')
if f(Xk + Ak(‘]) < ngk) then
Xi+1 — Xp + Dyd, Dy Ay
else
Ak+1 — Ak/2, Xk+1 < Xk
endif
k+— k+1

end while

RETURN: x (miglior punto determinato){x}, {Ax}
successioni di punti e passi
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Un po’ di analisi (matematica)

Teorema (della media o di Lagrange in R)

f(x) : R — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un £ € (a, b) tale
che

f(b) — f(a) = f'(§)(b—a)

Definizione (Segmento in IR")

| \

Dati due punti a,b € R", il segmento di estremi a e b é

[a,b] 2 {x€R":x=ta+(1—t)b, tel01]}
(a, b) {(x ER":x=ta+(1—t)b, te(0,1)}

Teorema (della media o di Lagrange in IR")

f(x) : R" — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un & € (a, b) tale
che
f(b) — f(a) = VF(§) ' (b~ a)
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Richiami
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Convergenza a punti stazionari

Sotto I'ipotesi (A1), faremo vedere che
liminf || Vf(xk)| = 0.
k—00

Seguiremo due strade.
@ Assumendo che Vf sia continuo;

@ Assumendo che Vf sia Lipschitz continuo con costante L.
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Analisi di Convergenza (1)
@00

Convergenza a punti stazionari

Per i metodi visti vale il risultato

Teorema
Se vale (A1) e se f(x) é continuamente differenziabile, allora

liminf ||V f(xx)| = 0.
k—ro0

(Ovvero almeno un punto limite di {xx} & stazionario)
Dim.
o {xx} C L(xo0);
@ esiste K1 € {0,1,2,...} s.t. App1 = Ag/2.
Consideriamo la sottosuccessione {xk }kek, (contenuta in L(xp),
ammette punti limite). Percui, esiste K» C Kj s.t.

° lim Xk = X;
k—00,keKy

(] lim Ak =0.
k—00,keK3
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Analisi di Convergenza (1)
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Per ogni k € K, e i =1,...,n, abbiamo che

f(Xk + Ake,-) > f(Xk)
>

f(Xk — Ake,-) f(Xk)
e, per il teorema della media,
f(Xk —+ Ake;) = f(Xk) =+ Aka(uk,,-)Te,-

f(Xk — Ake,-) = f(Xk) — Aka(ka)Te,'

dove uk; = Xk + &k iAkei € Vij = Xk — pik,iDke;, con

ki Mki € (0,1) e quindi lim Uk = lim Vi i = X.
5 oo Fkoi ( ’ ) 9 k—o0,keK> ! k—00,keEK? !
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Analisi di Convergenza (1)
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Segue anche che:

Aka(uk,,-)Te,-

>
—Aka(ka,')Te,' 2

0.

Dividendo per Ay e prendendo il limite per k — o0, k € Ko

otteniamo
li flug; T P = f(x)" i >
k—>o<|>T<eK2V (uk,i)' e VFi(x) e >0
lim —Vf(vk,,-)Te,- = _Vf()_()Te; >0,
k—>oo,kEK2

e quindi, Vf(x) = 0.
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Analisi di convergenza (2)
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Lipschitz Continuita di Vf

Definizione

V' e Lipschitz continuo (con costante L) su un insieme A C IR"
quando, comunque presi due punti x,y € A, risulta

IVF(x) = V(y)ll < Lllx =yl
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Analisi di convergenza (2)
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Angolo tra due vettori

Coseno dell'angolo tra due vettori
in R™: ‘

VTd 0]
o(d =—— o
cos (e, v) = T
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Analisi di convergenza (2)
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Angolo vettore — insieme di vettori

Dati:
@ un insieme finito di vettori o
(direzioni) D

@ un vettore v € R"

#(v) = max e max cos 6(d, v)
~ deD ||v||||d]|  deD ’
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Analisi di convergenza (2)

[e]e]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

o(v) = maxi = maxcos §(d, v)
~ deD ||v||||d||  deD ’

Dato un insieme finito di vettori (di-
rezioni) D

(D) = min ¢(v) = min m AL
SR | S AL X TATE]]
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Analisi di convergenza (2)
[e]e]e]e] lelele)

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora
Td T4,
k(D) = min max —° = min max lv el
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
= max ]v e
VER" HVII Li=l...n

w(D) = 1//n

dim. Perogni v € R", |v'e| = |vi|. Se |v]? =1, |vi]* =1,
allora |v'ej| > 1/y/n per qualche j. Quindi, (D) > 1/y/n.
Se consideriamo v = aje; + - -+ + ape, con o = +1/4/n,

k(D) =1//n. O




Analisi di convergenza (2)
[e]e]e]e]e] lele)

Convergenza a punti stazionari

Per i metodi visti vale il risultato

Teorema
Se vale (A1) e se Vf(x) é Lipschitz continuo modulo L, allora

liminf ||V f(xx)| = 0.
k—ro0

(Ovvero almeno un punto limite di {xx} & stazionario)
Dim.
o {xx} C L(xo0);
@ esiste K1 € {0,1,2,...} s.t. App1 = Ag/2.
Consideriamo la sottosuccessione {xk }kek, (contenuta in L(xp),
ammette punti limite). Percui, esiste K» C Kj s.t.

° lim Xk = X;
k—00,keKy

(] lim Ak =0.
k—00,keK3
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Analisi di convergenza (2)
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che

1
Jn

inoltre, siccome l'iterazione k € K, e di fallimento:

IVF(xi) < =VF(x) " d (1)

0 < f(xk + Ad) — F(xi) = VF(xi + BrDid) T Ard

con Bk € (0,1). Ciog, sommando —A,Vf(xx)"d ad ambo i
membri,

— A V(xi)Td < A (Vx4 BiDid) — VE(xi)) " d

ovvero, per la (1),

1
——IVF(xi)ll < (VF(xk + BeDrd) — VF(xq)) " d.
ﬁ



Analisi di convergenza (2)
0000000

Convergenza a punti stazionari (segue)

Ora, usando la Lipschitz continuita di Vf
1
—||Vf < L||BeAd||||d] < LA
ﬁHV ()|l < LlIBeAkd|||d| < LA,
quindi
IVF(xi)ll < v/nLA.

Il risultato segue ricordando che limy_,o kek, Ak =0 0
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Implicit Filtering
900000000000 000

Introduzione

Definizione (Stencil)

Dato x € R" ed un passo h > 0, uno stencil & I'insieme (finito) di
punti

S(x,h) = {x+ hey,...,x+ hep,x — hey,...,x — hep}

Definizione (Gradiente approssimato)

Dati x € R", h > 0 e S(x, h),

.
Vif(x) = (a”afx(:() e a’é’jﬂ”)

8hf(X) - f(X + he,-) = f(X = he,-)
ox; 2h

v
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Implicit Filtering
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Proprieta di V,f(x)

Lemma

Sia f continuamente differenziabile e siano {z} C R", {hc} C R4
due succ. infinite tali che

lim Z) = X lim hk = 0.
k—00 k—00

Allora
lim Vp, f(zk) = VFf(x)
k—o0
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Implicit Filtering
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Proprieta di V,f(x) (segue)

Dim. Per ogni i € {1,...,n} risulta

Ohf(zk) . f(Zk + hke,-) — f(Zk — hke,-)

ax,' 2hk

e dal Teorema della media

Onf(2) _ OF(€4)
8X,‘ 8X,'

dove f;'( =z + GLhke,-, con QL € (—1,1). Prendendo il limite per
k — oo e notando che lim_,, §} = x, otteniamo

im Onf(zk)  Of(x)

k—o0 8X,' a 8X,'

che prova il risultato data la generalita di /. O
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Implicit Filtering
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Osservazione

Nelle due varianti di “compass search” che abbiamo visto, in quale
situazione si aggiorna il passo?

Quando non esiste y € S(xx, Ag) t.c. f(y) < f(xk) (stencil
failure)

In occasione di uno stencil failure, abbiamo tutto quello che serve
per costruire V,f(xx) con h = Ay

[l metodo implicit filtering tenta di usare dx = —V,f(xx) per
compiere uno spostamento prima di aggiornare il passo
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Implicit Filtering
0000000000000 00

pseudo-codice “compass search”

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {xe,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do
if 3d e Dst. f(x+ Axd) < f(x) —7Ax then
X1 Xk + Dpd, Dpyq < Dy
else
Ak+1 < Ak/2, Xk4+1 < XkAk+1 < Ak/Q, Xk+1 < Xk
endif
k<« k+1
end while

RETURN: {x«}, {Ax} successioni di punti e passi
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Implicit Filtering
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pseudo-codice “compass search”

else
Ak+1 < Ak/2, Xk4+1 < Xk
endif
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Implicit Filtering
J00000000000000

pseudo-codice ‘compass search” “implicit filtering”
f(Xk + Ozkdk) < f(Xk) — ’YOékHdkHz

O+ 20udi) > Fxi) — 720uc|di|®

if Oék||dkH2 > 1A, then
Xk+1 < Xk + akdk, Ak+1 — Ak
else
Apgr  Dp /2, Xpq1 Xk
endif
else
Ak+1 — Ak/2, Xk+1 < Xk
endif
endif
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Implicit Filtering
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Analisi di Convergenza

Quale proprieta si dimostra per prima 7

Assunzione (Al)

L'insieme di livello L(xo) = {x € R" : f(x) < f(xo)} & compatto

Se (A1) é soddisfatta, Amin < 0 e maxit = +oo, allora {A} é
una succ. infinita e

lim Ak =0.

k—o00
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Implicit Filtering
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Convergenza a zero del passo (segue)

Dim.: Se A, <0 e maxit = 400, la condizione del while piu
esterno & sempre vera, quindi I'algoritmo non termina mai,
producendo una succ. {A} infinita.
Dalla def. dell’algoritmo segue che, per ogni k,

o Ay >0;

o Ak+1 < Ag.

Quindi, limg_00 A = A > 0. Supponiamo che A >0,

Esiste un intero k tale che, per k > k il passo non viene pill
ridotto. Quindi, per ogni k > k risulta A1 =0k =A; = A.
Per k > k, o

o f(xkr1) < F(xk) — YA < f(xx) — 7 oppure
o f(xq1) < Fxi) — yarlldel* < F(xi) — 7
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Implicit Filtering
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Convergenza a zero del passo (segue)

Quindi, per ogni k > k, possiamo scrivere

f(xkt1) < f(Xk)—’)/TA < f(xk,l)—ZPyTA <... < f(x,;)—(k—l;—i—l)*yTA

Quando k — oo, la relazione di sopra comporta che
limg o0 f(Xx) = —o0 che & in contraddizione con la continuita di f
e compattezza di L(xp). O
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Implicit Filtering
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Convergenza a punti stazionari

Teorema

Se vale (A1) e se f(x) é continuamente differenziabile, allora

liminf ||V f(xk)|| = 0.
k—ro0

Dim.
o {x¢} C L(x0);
@ esiste HC {0,1,2,...} s.it. Agy1 = Ag/2.

Consideriamo la sottosuccessione {xx}xen (contenuta in L(xp),
ammette punti limite). Percui, esiste K C H s.t.

° lim  x, =X;
k—o00,keK

(] lim Ak =0.
k—o00,keK
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Implicit Filtering
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Possiamo partizionare I'insieme K in due sottoinsiemi, K e
K, = K\ K1 con

Ki = {k € K: ”dkH STAk}

(N.B. K & infinito quindi almeno uno dei due insiemi deve essere
infinito)

Supponiamo che Kj sia infinito. Allora possiamo prendere il limite
per k — 00, k € Ky nella relazione ||dk|| < TAk

k%o!)r,TllEMT k= k%OgEEKl H kH ”V (X)H o

che prova che X & stazionario per f.
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Implicit Filtering
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Supponiamo ora che Kj sia finito. Allora K> & infinito. In questo
caso, per k € K puo succedere:

(1) F(xe + Dide) > F(xi) — 7Lk l|? oppure

(2) f(xk + Axdk) < f(xk) — YAx||dk||? ciog il metodo calcola
a, = 28 A, tale che

Flx+ ondi) < Fx) — youe die|l?
f(Xk+2akdk) > f(Xk)—’}/QOékHdk”2

e, siccome k € K,
aklldi|® < TAk
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Implicit Filtering
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Convergenza a punti stazionari (segue)

Procediamo per contraddizione assumendo che [|Vf(x)|| > 0.

Supponiamo che infinite volte capiti (1). Applichiamo il Teorema
della media e otteniamo

f(xk + Dpdi) — F(xi) = D VF(E) T die > —vAk|di]|?

con &k = xk + teAydy e tg € (0,1).
Semplificando e prendendo il limite per k — oo otteniamo

—IVFE)? = I VFR)?

ovvero 1 —« < 0 che contraddice I'ipotesi v < 1.
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Implicit Filtering
000000000000 00e

Convergenza a punti stazionari (segue)

Supponiamo che infinite volte capiti (2). Questa volta

okl di|]> < TAK

Prendendo il limite per k — co e ricordando che Ay — 0 e
IVF(X)|| > 0, otteniamo

lim Oy = 0.
k—00,(2)

Il punto xx + akdy non & accettato dal metodo questa volta ma
vale ugualmente

f(Xk + ZOékdk) > f(Xk) — ’)/2OzkHdkH2.

per cui si puo ragionare come nel punto precedente e concludere la
dimostrazione. O
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