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Condizione Necessaria del |l ordine

Supponiamo:
@ x* minimo locale
e f, g, h due volte continuamente differenziabili
o x*, \*, u* soddisfano KKT
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Condizione Necessaria del |l ordine

Supponiamo:
@ x* minimo locale
e f, g, h due volte continuamente differenziabili
o x*, \*, u* soddisfano KKT

Teorema (C.N. Il ordine)
Se d V2 L(x*,\*,u*)d > 0, per ognid € Y*,

y* = {deR":th(x*)szo,jzl,...,p
Vegi(x*)'d =0, i € l(x*),\f >0,

Vei(x")d >0, i € lp(x), N =0}

V.
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Problemi convessi
@000

Condizioni di ottimalita

Supponiamo:
o f,g differenziabili e convesse

o h affini, e.g. hj(x)=a'x—b=0
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Problemi convessi
@000

Condizioni di ottimalita

Supponiamo:
o f,g differenziabili e convesse
o h affini, e.g. hj(x)=a'x—b=0

Teorema (Condizione Sufficiente)

Se x* € F e esistono dei moltiplicatori ], ..., Ap, >0, pi, ..., up
tali che:

)+Z>\*Vg, +Z,uJVh =0,

Aigi(x*) =0, perognii=1,...,m,

allora x* & un minimo locale (globale) di (Py)

<
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Problemi convessi
[e] le]e}

Funzione Lagrangiana

Per il problema (Py), definiamo la funzione Lagrangiana

m P
Lo ) = FO)+ ) Aigi(x) + ) pihi(x)
i—1 j=1

= f(x)+ATg(x)+p"h(x)
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Problemi convessi
[e]e] e}

Condizioni di ottimalita

Ci sono condizioni sufficienti di ottimo nel caso non convesso?
Supponiamo:

e f, g, h due volte continuamente differenziabili
o x*, \* u* soddisfano KKT
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Problemi convessi
[e]e] e}

Condizioni di ottimalita

Ci sono condizioni sufficienti di ottimo nel caso non convesso?
Supponiamo:

e f, g, h due volte continuamente differenziabili
o x*, \* u* soddisfano KKT

Teorema (Condizione Sufficiente)
Sed V2 L(x*,\*, u*)d >0, perognid € Y*, d #0

y* — {deR" Vhi(x")Td=0j=1,....p
Vei(x*)Td =0, i € lp(x*),\f >0,

Vgi(x)Td >0, i € lp(x*),\f = o}

allora x* & un minimo locale stretto di (Pp)

v
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Problemi convessi
[e]e]e] ]

Esempio

min  xi + X
c.v X12+X2272§0
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Problemi convessi
[e]e]e] ]

Esempio

min  xi + X
X

c.v X12+X2272§0

min  —0.1(x; — 4)% + x3
X

c.v X12—1—x22—120
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Penalita sequenziali
9000000000000 00000

Problemi vincolati

Problema vincolato nonlineare generale

mXin f(x)
cv h(x)=0 (Po)
g(x) <0

con F insieme ammissibile di (Py)
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Penalita sequenziali
000000000000 000000

Definizione

Teoricamente & possibile definire

(x) = 0 se x € F
o) = 400 sexg F

e quindi
Poo(x) = f(x) 4 goo(x)
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Penalita sequenziali
000000000000 000000

Definizione

Teoricamente & possibile definire

(x) = 0 se x € F
o) = 400 sexg F

e quindi
Poo(x) = f(x) 4 goo(x)
E evidente che:

@ risolvere il problema min P, (x) fornisce soluzioni del
problema (Pp).

@ minimizzare Py (x) & (o puo essere) molto “complicato”
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Penalita sequenziali
0000000000000 00000

Definizione

Anziché go(x), definiamo

(x) = 0 se x € F
WIT=1 >0 sexg F

e quindi
Pu(x) = F(x) + ~q(x)
N.B.:
@ se f(x) e g(x) sono cont. differenziabili, allora anche P.(x) lo
e

@ per ogni x € R, lim P.(x) = Py (x)
e—0
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Penalita sequenziali
0000000000000 00000

Espressione di q(x)

[l termine g(x) deve “penalizzare con continuita” |'eventuale
inammissibilita di x
P.es., con riferimento a (Pp),

P m

q(x) = D [P + Y _[max{0, gi(x)}]?
i=1

i=1

@ per nessun valore di € > 0, min Pc(x) & equivalente a (P)

@ per ogni valore di € > 0, una min. non vincolata di P¢(x)
produce (in genere) un punto x* ¢ F, cioe g(x*) >0
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Penalita sequenziali
0000e0000000000000

Algoritmo di soluzione

Algoritmo SEQPEN
INPUT: maxit, 7 >0, k=0, ¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Trova una soluzione (x(ex)) del problema

min P, (x). (2)

if g(x(ex)) < 7 then STOP

€k+1 = €k/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x(ex)
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Penalita sequenziali
0000080000000 00000

Proprieta di monotonicita

Teorema

Siano soddisfatte le ipotesi seguenti:

@ esiste x* € F soluzione globale del problema vincolato;

o per ogni k, la funzione P, (x) ammette minimo globale x*.
Allora,

0 P, (x) < F(x);

@ q(x*) > q(x**1);

(=) f(Xk) < f(xk+1);

Q P, (x¥) <P, (xk1).

k+1
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.
P (x) = min f(x)+a(x)/ ek <
xeR"?

che prova la (1).
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.
Pe(x¥) = min F(x)+q(x)/ex < min f(x)+q(x)/ex =

che prova la (1).
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.
Pe(x¥) = min F(x)+q(x)/ex < min f(x)+q(x)/ex = min f(x) = £(x7).

che prova la (1).
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.

kY = mi < mi = mi = f(x*
Pe (x¥) = min f(x)+q(x)/ex < min f(x)+q(x)/ex = minf(x) = £(x7).
che prova la (1).
PEk(XkJrl)
P5k+1(Xk)

x

>

F

—
IA A
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.
Pe(x¥) = min F(x)+q(x)/ex < min f(x)+q(x)/ex = min f(x) = £(x7).

che prova la (1).

P (x¥) < P (x*)
P (XK1 < P (xK)
Ovvero
F(x) + (<) ek < F(XFH) 4+ q(x*H) fex
FOAN) + g(K ) Jern < F(XF) + a(x¥) Jerra
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Penalita sequenziali
000000 @00000000000

Proprieta di monotonicita — dim.

Dim.
Pe(x¥) = min F(x)+q(x)/ex < min f(x)+q(x)/ex = min f(x) = £(x7).

che prova la (1).

P (x¥) < P (x*)
P (XK1 < P (xK)
Ovvero
F(x) + (<) ek < F(XFH) 4+ q(x*H) fex
FOAN) + g(K ) Jern < F(XF) + a(x¥) Jerra

FOR) + a0 e < FETD) + k) e
() = M) e € —F(H) = () feprs
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Penalita sequenziali
000000080 000000000

Proprieta di monotonicita — dim. (segue)

da cui segue

G0 (L ek — ekrn) < a1 (L/ex — 1feien)

tenendo conto del fatto che €1 < €k
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Penalita sequenziali
000000080 000000000

Proprieta di monotonicita — dim. (segue)

da cui segue

q(x“)(1/ex — 1/exr1) < g (1 ek — 1/exsa)
tenendo conto del fatto che €1 < €k
q(x"*1) < q(x¥)
che prova la (2). Ora, ricordando che
F(x) = £ < (g(xH) = g(x")) fex < 0
che prova la (3). La (4) segue da
F()Ha(x ) fex < FF)Hq(xX M) fere < FOH) (M) fergn

ricordando che €4 > €x41. O
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Penalita sequenziali
00000000 @000000000

Proprieta di convergenza

Teorema

Siano soddisfatte le ipotesi seguenti:

@ esiste x* € F soluzione globale del problema vincolato;

o per ogni k, la funzione P, (x) ammette minimo globale x*;

e tutti i punti x¥ rimangono in un insieme compatto D.

Allora,

Q im0 q(x¥) =0;

Q limy_,oo F(xF) = F(x*);

O limy oo P, (XK) = F(x*);

@ ogni punto di accumulazione di {x¥} & soluzione globale del
problema vincolato;

Q lim 00 g(x¥)ex = 0;

V.
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Penalita sequenziali
00000000080 0000000

Proprieta di convergenza — dim.

Dim. Sappiamo che
F(x*) > P, (x¥) = F(x¥) + q(x") Jex > F(x°) + a(x¥) /e

f(x*)— f(xo) > q(xk)/ek.
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Penalita sequenziali
00000000080 0000000

Proprieta di convergenza — dim.

Dim. Sappiamo che
F(x*) > P, (x¥) = F(x¥) + q(x") Jex > F(x°) + a(x¥) /e

f(x*)— f(xo) > q(xk)/ek.

Quando k — oo, deve risultare

lim g(x*)=0

k—o0

(altrimenti si avrebbe un assurdo) il che prova la (1).
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Penalita sequenziali
00000000080 0000000

Proprieta di convergenza — dim.

Dim. Sappiamo che
F(x*) > P, (x¥) = F(x¥) + q(x") Jex > F(x°) + a(x¥) /e

f(x*)— f(xo) > q(xk)/ek.

Quando k — oo, deve risultare

lim g(x*)=0

k—o0

(altrimenti si avrebbe un assurdo) il che prova la (1).
Sia ora X un qualunque punto di accumulazione di {xk} cD
compatto. Risulta intanto che g(x) = 0, cioé che x € F.
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Penalita sequenziali
0000000000 @0000000

Proprieta di convergenza — dim. (segue)

F(x) 2 P, (x) = F(x¥)

Quindi, le successioni {P,, (x¥)} e {f(x¥)} sono monotone non
decrescenti e limitate superiormente, quindi ammettono limite.

F(x*) > lim P, (x*) = lim f(x*) + q(x*)/ex
k—ro0 k—ro0
f(x*) > lim P, (x*) = f(x) + lim q(x¥)/ex > F(X) > f(x*).
k—o00 k—00
Da qui segue che valgono (2) e (3). Inoltre, che f(Xx) = f(x*), cioe

che X & soluzione globale del problema vincolato e inoltre che vale
la (5). O
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Penalita sequenziali
00000000000 e000000

Esempio 1

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min x?2

x>1

Ammete x* = 1 come unico punto di minimo globale
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Penalita sequenziali
00000000000 e000000

Esempio 1

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min x?2

x>1

Ammete x* = 1 come unico punto di minimo globale

La funzione di penalita esterna é:

P.(x) = x> + E max{0,1 — x}?
€
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Penalita sequenziali
00000000000 e000000

Esempio 1

Grafici di P.(x) (¢ =1,0.5,0.2,0.1,0.05)

P(xo)
e=0.1 e=0.05
14 f =02
12 | 05
. . L,
05 15 2
08 r e=1
06
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Penalita sequenziali
00000000000 0e00000

Esempio 2

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min —x*

x=1

Ammete (ovviamente) x* = 1 come unico punto di minimo globale
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Penalita sequenziali
00000000000 0e00000

Esempio 2

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min —x*

x=1

Ammete (ovviamente) x* = 1 come unico punto di minimo globale

La funzione di penalita esterna é:

P.(x) = —x* + %(X —1)2
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Penalita sequenziali
00000000000 0e00000

Esempio 2

Grafici di P.(x) (e = 1,0.5,0.2,0.1,0.05)

P(ee)

€=005
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Penalita sequenziali
0000000000000 e0000

Algoritmo SEQPEN

Algoritmo SEQPEN
INPUT: maxit, 7 >0, ¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Trova una soluzione globale (x*) del problema

min P, (x). )

if g(x*) < 7 then STOP

€k+1 = €k/2
endfor
k

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x
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Penalita sequenziali
0000000000000 0e000

Algoritmo SEQPEN

L'algoritmo che abbiamo visto:

@ ad ogni passo richiede di risolvere all'ottimo gloable

in Pc(x);
i, P

@ & (o pud essere) molto costoso;
@ non sempre & possibile;

@ gli algoritmi di min. non vincolata determinano X t.c.

IVP.(R)| < tol.
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Penalita sequenziali
0000000000000 00e00

Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,q
INPUT: maxit, p>0, k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola x* t.c. ||[VP., (x¥)|| <p
if g(x*) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
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Penalita sequenziali
0000000000000 000e0

Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,q
INPUT: maxit, {7} =0, p>0,k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola xK t.c. [|[VP, (x| < 7«
if 7, < p and g(x¥) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x*
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Penalita sequenziali
0000000000000 0000e

Proprieta di convergenza

Teorema

Sia {xx} una successione t.c. |V P, (xk)|| < Tk e {xk}xk una
sottosucc. convergente ad x* t.c. siano lin. indipendenti

Vgi(x*), i € (x*), Vhj(x*), V.

Allora, x* & un punto di KKT di (Py) con molt. \* e u* t.c.
2 *
— max{g(xx),0}p — A
€k

(Bwa}, -
o xk)}K —u
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