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Esempio 1

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min x?
x>1
Ammete x* = 1 come unico punto di minimo globale

La funzione di penalita esterna é:

P.(x) = x> + E max{0,1 — x}?
€
Grafici di Po(x) (e = 1,0.5,0.2,0.1,0.05)

P(X;e)
e=0.1 €=0.05
14 €=0.2
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Penalita sequenziali
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Esempio 2

Consideriamo il seguente problema vincolato (banale)

min —x*
x=1
Ammete (ovviamente) x* = 1 come unico punto di minimo globale

La funzione di penalita esterna é:

P(x) = —x* + %(x _ 1y

Grafici di P.(x) (e =1,0.5,0.2,0.1,0.05)
P(x9)

e=01
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Algoritmo SEQPEN

Algoritmo SEQPEN
INPUT: maxit, 7>0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Trova una soluzione globale (x*) del problema

;E%R?" Pe, (x).

if g(x*) < 7 then STOP

€k+1 = €k/2
endfor
OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
&1
R
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Penalita sequenziali
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Algoritmo SEQPEN

L'algoritmo che abbiamo visto:

@ ad ogni passo richiede di risolvere all'ottimo gloable

in Pc(x);
i, P

@ & (o pud essere) molto costoso;
@ non sempre & possibile;

@ gli algoritmi di min. non vincolata determinano X t.c.

IVP.(R)| < tol.
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Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,q
INPUT: maxit, p >0, k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola x¥ t.c. ||[VP., (x¥)|| < p
if g(x*) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
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Algoritmo SEQPEN modificato (1)

Algoritmo SEQPEN,,,q
INPUT: maxit, {7} =0, p>0,k=0,¢ >0
for k=0,1,..., maxit
Calcola xK t.c. [|[VP, (x)|| < 7«
if 7, < p and g(x¥) < p then STOP
€kt1 = €x/2
endfor

OUTPUT: una sol. approssimata x* = x¥
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Proprieta di convergenza

Teorema

Sia {xx} una successione t.c. |V P, (xk)|| < Tk e {xk}xk una
sottosucc. convergente ad x* t.c. siano lin. indipendenti

Vgi(x*), i € (x*), Vhj(x*), V.

Allora, x* & un punto di KKT di (Py) con molt. \* e u* t.c.

{2 maxtaa. 0} =

K

(2w}, o
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Un po’ di esempi di risoluzione

esempiod:
min —X1 — X2
st.x?+x3 =1
et 2

X0 = (-1, -1)T
Ammete (x*,y*) = (1, 1)/v/2 come unico punto di minimo
globale

La funzione di penalita esterna é:

1
Pe(x) = —x—y +—(1-x* = y?)?
Grafici di P.(x) (e =1,0.5,0.05)
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Un po’ di esempi di risoluzione

esempio4:

min —x13 — X2
s.t. xf-+—x§ <1

L\&1
N
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Penalita sequenziali
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Un po’ di esempi di risoluzione

maratos:

min —xq +2(x¥ + x5 — 1)
sit.x?+x3 =1

XV = (-1, -1)T

L\&1
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Un po’ di esempi di risoluzione

hs14:
min (x; —2)? + (x — 1)?
s.t. x12/4+x22 <1
x1 —2xp = —1
xX0=(2,2)7"
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Un po’ di esempi di risoluzione

hs24:
min x3((x1 — 3)? — 9)/(27/3)
s.t. xl/\/§—X2 >0
x1+13x2 >0
—x1—V3x +6>0
x12>20, x2>0
X =(1,1/2)7
\&1
CN
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Un po’ di esempi di risoluzione

hs32:

min (x1 + 3 * xo + x3)% + 4(x1 — x2)?
st.x1+x+x3=1
6x2—|—4X3—Xi°’23
x1 >0, x>0, x3>0

x%=(0.1, 0.7, 0.2) T
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Un po’ di esempi di risoluzione

hs41:

min 2—X1X2X3
S.t.x1+2x4+2x3 —x4 =0
OSXI' S 17 i:1727374

X0 =(2,2 2 2)7
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Un po’ di esempi di risoluzione

hsb5:
min x; + 2xp + 4xg + e
S.t.x1+2x +5x5 —6=0
X1+X2+X3—3IO
X4 +x5+x—2=0
x1+x4—1=0
X2 +x5—2=0
x3+x6—2=0
x>0, i=1,...,6
x1 <1, x4 <1
x®=(1,2,0,0,0,2)7 &1

WINN
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Un po’ di esempi di risoluzione

hs60:
min (x; — 1)2 + (x1 — x2)2 + (x — X3)4
st xi(1+x3)+x3 —4-3V2=0
—10<x <10, i=1,2,3
xX0=(2,2 2)7
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Lagrangiani aumentati
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Tanto per cominciare

Consideriamo il problema con soli vincoli di uguaglianza

min  f(x)
cv. h(x)=0

Funzione Lagrangiana: L(x, i) = f(x) + pu" h(x)
con gradiente (vi ricordo):
Vil(x,n) = VIf(x)+ Vh(x)p
Vul(xon) = h(x)

Percui, le C.N. di ottimo si possono riassumere in: VL(x,u) =0 G|
W
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Lagrangiani aumentati
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Punti che soddisfano le C.N. di ottimo sono punti staz. della
funzione Lagrangiana L(x, ) !!

Idea: minimizzare L(x, i) sullo spazio R™P per determinare (X, ji)
tale che VL(x,11) =0

Purtroppo: L(x, ) & lineare rispetto alle variabili duali u!!

L\&1
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Lagrangiani aumentati
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Supponiamo di conoscere i moltiplicatori ;* ottimi. Cosa succede
se tentiamo di minimizzare la funzione L(x, *) su R"?

Purtroppo: tipicamente si ottiene un punto X tale che h(x) # 0!

Allora? bisogna modificare L(x, u*) “aggiungendo” un termine che
consenta di penalizzare la violazione dei vincoli ...

Lo, ) = F6) + T hx) + - 1G]

L\&1
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Lagrangiani aumentati
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Lagrangiano aumentato

Abbiamo “convessificato” L(x, u) nell'intorno delle soluzione del
problema originario (semplicemente) aggiungendo un termine di
penalita, con € > 0 (“sufficientemente” piccolo)

L5 €) = L ) + < 1HC) P

con gradiente

Vila(x,p;€) = Vil(x,u)+ %Vh(x)h(x)
Vulaboi€) = Vul(x) = A(x)

v

L\&1
N
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Lagrangiani aumentati
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Prima proprieta

Proposizione

Per ogni valore e > 0, ogni punto staz. di Ly(x, u;€) & un punto di
KKT del problema originario e viceversa

Dim.: Sia (X, i) un punto t.c. VL,(x, 1) = 0. Allora, dalla espr.
del gradiente risulta, banalmente: h(x) = 0 e quindi
VxL(x,n) =0, ovvero (X, i) &€ un punto di KKT.

Supponiamo ora che (X, 1) sia un punto di KKT e quindi, in
particolare, h(x) =0 e V,L(x,n) = 0. Allora, dalla espr. del
gradiente di L, si ricava nuovamente VL,(x, i) = 0. O

L\&1
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Lagrangiani aumentati
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Esempio

Consideriamo il problema
min x3

s.t. x=0

per cui risulta (banalmente) x* =0 e pu* =0 Andamenti della
funzione L,(x, —100;€) per e = 1,0.1,0.01

1000
N —c=1.0

00 | oo

600 - [
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Lagrangiani aumentati
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Seconda proprieta

Sia X una sol. del problema vincolato originale tale che:

@ X & un punto regolare per i vincoli
e la coppia di KKT (X, 1) soddisfa le C.S. del Il ordine

Proposizione

Per valori sufficientemente piccoli di ¢ > 0, X & un minimo
locale stretto di Ly(x, [i; €)

N.B. & necessario conoscere [i!

L\&1
N
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Esempio

Consideriamo il problema

1, 1,
min 2x +6y
st.x+y=1

Calcolare la soluzione del problema (x*,y*, u*) Curve di livello di
Li(x,y,fi;e) pere=1a p=0,-0.15-0.25

)

Ny

DN
0 0.250.5




Lagrangiani aumentati
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Proprieta

Proposizione

@ Per ogni valore € > 0, ogni punto staz. di Ly(x,u;€) & un
punto di KKT del problema originario e viceversa

@ Sia (x, 1) una sol. del problema originale. Per valori
sufficientemente piccoli di ¢ > 0, X & un minimo locale di

La(x, i €)

7%
N
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Lagrangiani aumentati
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Metodo di soluzione

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 3> 1, {7x} = 0, p >0, po, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xk t.c. ||VxLa(xk, pk; €x)l| < 7k
if ||V La(xk, 1k €x)|| < p then
X* 4 X, p* < pg, STOP

endif
€kt1 = €k/B
Calcola prg11
endfor
Return: miglior coppia trovata (x*, u*)
[/\&1
C\S
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Lagrangiani aumentati
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Aggiornamento del moltiplicatore

Come si passa da pk a prk+17?

Supponiamo di aver calcolato xx e supponiamo anche che xi sia
stazionario per la funzione L,(x, uk; €x) cioé

VxLa(Xk, piki €k) = 0

Ovvero
2
VXLa(Xkyl'Lk; Ek) = Vf(Xk) + Vh(Xk) (Mk + ekh(Xk)> =0

Se definiamo puyy1 = px + %h(xk) risultera

Vf(Xk) + Vh(Xk)Mk+1 =0

L\&1

per cui x, soddisfa la condizione di stazionarieta a meno della R
N

condizione h(xx) =0
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Lagrangiani aumentati
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Metodo di soluzione - Metodo dei Moltiplicatori

Algoritmo SEQLAGR
Dati: ¢, >0, 8> 1, {7} = 0, p > 0, po, maxit
for k=0,1,... maxit
Calcola xk t.c. || VxLa(Xk, pik; €x)|l < 7k
if ||V La(xk, 1k )| < p then
X* = xg, ¥+ g, STOP

endif
€xt+1 = €x/B
2h
Bk+1 = Mk + %
endfor
Return: miglior coppia trovata (x*, u*
N
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