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Portfolio Optimization Metodi di Soluzione

Introduction

Nel 1990 il premio in memoria di A. Nobel viene conferito
congiuntamente a:

Harry M. Markowitz Merton H. Miller William F. Sharpe
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Portfolio selection

H.M. Markowitz, “Portfolio selection”, The Journal of Finance,
Vol. 7, No. 1. (Mar., 1952), pp. 77-91.
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Motivazione del premio

“Before the 1950s, there was hardly any theory whatsoever of
financial markets. A first pioneering contribution in the field was
made by Harry Markowitz, who developed a theory of portfolio
decisions of households and firms under conditions of
uncertainty. The theory shows how the multidimensional problem
of investing under conditions of uncertainty in a large number of
assets, each with different characteristics, may be reduced to the
issue of a trade-off between only two dimensions, namely the
expected return and the variance of the return of the portfolio.”
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Motivazione del premio

“Professors Markowitz, Miller and Sharpe,

You have by your research established the foundation for the field
Financial Economics and Corporate Finance. The impressive
development of this field of research in economics in recent years is
largely based on your achievements. It is a pleasure to convey to
you the warmest congratulations from the Royal Academy of
Sciences and to ask you to receive from the hands of His Majesty
the King the 1990 Prize in Economic Sciences in Memory of Alfred
Nobel.”
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Calcolo delle Probabilità – richiami

Indichiamo con x una variabile aleatoria (v.a.) a valori reali.

Conoscendo la funzione p(x) di densità di probabilità della v.a. x,
possiamo calcolare:

il momento del primo ordine (valore atteso) di x:

E [x] = µ̄x =

∫ +∞

−∞
xp(x)dx ;

il momento del secondo ordine (varianza) di x:

E [(x− µ̄x)2] = σ̄2x =

∫ +∞

−∞
(x − µ̄x)2p(x)dx ;

...
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Combinazione lineare di due v.a.

Indichiamo con x e y due v.a. a valori reali.

Vogliamo calcolare valore atteso e varianza della v.a.

z = αx + βy

Valore atteso E [z]:

E [z] = αE [x] + βE [y];

Varianza di z:

E [(z− E [z])2] = E [(αx + βy − αE [x]− βE [y])2]

= E [(α(x− E [x]) + β(y − E [y]))2]
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Combinazione lineare di due v.a.

E [(z− E [z])2] = E [α2(x− E [x])2 + β2(y − E [y])2 +

2αβ(x− E [x])(y − E [y])]

= α2E [(x− E [x])2] + β2E [(y − E [y])2] +

2αβE [(x− E [x])(y − E [y])]

cov[x, y] = E [(x− E [x])(y − E [y])]

E [(z− E [z])2] = σ̄2z = α2σ̄2x + β2σ̄2y + 2αβcov[x, y]
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Combinazione lineare di v.a.

Consideriamo ora n v.a. x1, . . . , xn e n scalari α1, . . . , αn.

Sia z =
∑n

i=1 αixi.

Risulta:

Valore atteso:

E [z] =
n∑

i=1

αiE [xi];

Varianza:

E [(x− E [z])2] =
n∑

i=1

α2
i σ̄

2
xi

+ 2
n∑

i=1

n∑
j=i+1

αβcov[xi, xj]
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Combinazione lineare di v.a.

Se indichiamo con cov[x, x] = σ̄2x e con Q = (qij) la matrice di
covarianza

qij = cov[xi, xj],

risulta:
σ̄2z = αTQα
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Portfolio selection

Consideriamo n titoli sul mercato finanziario e sia Ri la v.a. che
rappresenta il rendimento dell’ i-esimo titolo.

Sia µi il rendimento atteso di Ri e σij la covarianza tra Ri e Rj

(quindi σii = σ2i è la varianza di Ri ).

Indichiamo con xi la frazione di capitale investita nel titolo i-esimo
e supponiamo di voler investire tutto il capitale, per cui è

n∑
i=1

xi = 1

N.B. le xi sono quantità scelte dall’investitore quindi non sono v.a.

Fissate le xi il rendimento del portafoglio titoli è una v.a.
combinazione delle Ri con coefficienti le xi , cioè:

R =
n∑

i=1

xiRi
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n∑
i=1

xi = 1
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Portfolio selection

Quindi, come abbiamo visto in precedenza:

µR(x) =
n∑

i=1

xiµRi
,

σ2R(x) = xTQx ,

dove, qij = σij .
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Portfolio selection - formulazione multiobiettivo

Markowitz dimostrò che il comportamento osservato di un
investitore poteva essere spiegato considerando il seguente
problema multiobiettivo

maxµR(x),minσ2R(x)

s.t.
n∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

in cui si vuole contemporaneamente massimizzare il rendimento
atteso e minimizzare la varianza. Per questo, il modello è anche
noto con il nome di “mean-variance”
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Ottimizzazione multiobiettivo del protafoglio

Il problema di portfolio selection formulato da Markowitz (modello
mean-variance) è un caso particolare di problema di ottimizzazione
a due obiettivi

max (xTR,−xTQx)

s.t.
n∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.
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Il problema

Dati:

µ ∈ <n: vettore di rendimenti attesi

Q ∈ <n×n: matrice di covarianze

si definisce il problema multiobiettivo:

max µ>x , min 1
2x
>Qx

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

e = (1, 1, . . . , 1)>
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Esempio numerico: EUROSTOXX50

Consideriamo come possibili investimenti i 50 titoli compresi
nell’indice EUROSTOXX
Total, Siemens, Basf, Sanofi-Aventis, BNP Paribas, Bayer,
Allianz, Daimler, Unilever, FRANCE TELECOM, Danone,
Nokia, Unicredit, Enel, Axa, L’Oreal, ....

Determinare il vettore ideale degli obiettivi

Come si possono determinare delle soluzioni di Pareto ?
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Calcolo del vettore ideale z id

Risolvi (separatamente) i due problemi (a singolo obiettivo):

max µ>x

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

⇓

x∗µ

min 1
2x
>Qx

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

⇓

x∗σ

z id =

(
µ>x∗µ,

1

2
(x∗σ)>Qx∗σ

)>
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Calcolo del vettore ideale z id

max ret./min riskmax ret./min risk

z ideale

0

1

2

3

4

5

ri
sk

0.4 0.6 0.8 1
return
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Metodi SENZA preferenze
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GOAL programming (‖ · ‖∞)

Determina una soluzione (non-dominata) risolvendo il problema:

min ‖µ>x − z id1 , x
>Qx/2− z id2 ‖∞

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

ovvero
minα
s.t. z id1 − µ>x ≤ α

x>Qx/2− z id2 ≤ α
e>x = 1, x ≥ 0n

⇓

x∗∞
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GOAL programming (‖ · ‖∞)

max ret./min riskmax ret./min risk

z ideale

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

0
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2
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4

5

ri
sk

0.4 0.6 0.8 1
return
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GOAL programming (‖ · ‖1)

Determina una soluzione (non-dominata) risolvendo il problema:

min ‖µ>x − z id1 , x
>Qx/2− z id2 ‖1

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

ovvero
min−µ>x + x>Qx/2
s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

⇓

x∗one
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GOAL programming (‖ · ‖1)

max ret./min riskmax ret./min risk
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Metodi “a posteriori”
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Metodo dei pesi

Scegli un vettore w ∈ <2, 02 ≤P w
Determina una soluzione (non-dominata) risolvendo il problema:

minw1(−µ>x) + w2x
>Qx/2

s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

ovvero, ponendo w1 = β, w2 = (1− β), β ∈ [0, 1]

min−βµ>x + (1− β)x>Qx/2
s.t. e>x = 1, x ≥ 0n

⇓

x∗β
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Metodo dei pesi (β = linspace(0, 1, 10))

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

GOAL (one)

Pesi

0
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5

ri
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return
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Metodo dei pesi (β = linspace(0.89, 1, 20))

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

GOAL (one)

Pesi

0
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2

3
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5

ri
sk
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return
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Metodo dei pesi (β = linspace(0.7777778, 0.888887, 20))

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

GOAL (one)

Pesi
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Metodo degli ε-vincoli

Scegli:

una funzione obiettivo, e.g. x>Qx/2

k − 1 livelli εi per le rimanenti, e.g. ε

Risolvi il problema

min x>Qx/2

s.t. µ>x ≥ ε
e>x = 1, x ≥ 0n

ATTENZIONE!! stiamo modificando la regione ammissibile del
problema, quindi, nel nostro caso,

se ε troppo grande il problema potrebbe divenire
inammissibile

se ε troppo piccolo il problema potrebbe restituire
nuovamente la soluzione x∗σ
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Metodo degli ε-vincoli

min x>Qx/2

s.t. µ>x ≥ ε
e>x = 1, x ≥ 0n

Domanda: quale è un range “ragionevole” di valori per il
parametro ε?
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Metodo ε-vincoli (ε = linspace(0.4, 1.14, 100))

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

GOAL (one)

Pesi

max ret./min risk

z ideale

GOAL (inf)

GOAL (one)

Pesi

Eps
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return
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