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Richiami
@00

Pseudo-codice del “compass search” forte

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {ie,-, i=1,..., n}
k<0, x4+ xp, A+ Ag
while k <maxit and A > A,,;, do
k< k+1 _
Let d € Dbest. f(x +A d)= ‘rinigf(x +A dp)
AS
if f(x +A d) < f(x ) then
X —~x +A d
else
A+ A )2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Richiami
@00

Pseudo-codice del “compass search” forte

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {ie,-, i=1,..., n}
k<0
while k <maxit and A, > A, do

Let d € D be s.t. f(x, 4+ Axd) = Lnig f(xk + Axd;)
AS
if f(xx + Ard) < f(x,) then
Xp1  Xpe + Dpd, DNpq < Dy
else
A1 D)2, X1 < xi
endif
k<« k+1
end while

RETURN: {x4}, {Ax} successioni di punti e passi
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Richiami
oeo

Un po’ di analisi (matematica)

Teorema (della media o di Lagrange in IR)

f(x) : IR — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un & € (a, b) tale
che

f(b) — f(a) = f'(§)(b—a)
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Richiami
oeo

Un po’ di analisi (matematica)

Teorema (della media o di Lagrange in IR)

f(x) : R — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un £ € (a, b) tale
che

f(b) — f(a) = f'(§)(b—a)

Definizione (Segmento in IR")

| \

Dati due punti a,b € R", il segmento di estremi a e b é

[a,b] 2 {x€R":x=ta+(1—t)b, tel01]}
(a, b) {(x ER":x=ta+(1—t)b, te(0,1)}

\
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Richiami
oeo

Un po’ di analisi (matematica)

Teorema (della media o di Lagrange in R)

f(x) : R — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un £ € (a, b) tale
che

f(b) — f(a) = f'(§)(b—a)

Definizione (Segmento in IR")

| \

Dati due punti a,b € R", il segmento di estremi a e b é

[a,b] 2 {x€R":x=ta+(1—t)b, tel01]}
(a, b) {(x ER":x=ta+(1—t)b, te(0,1)}

Teorema (della media o di Lagrange in IR")

f(x) : R" — IR continua e derivabile in [a, b]. Esiste sempre un & € (a, b) tale
che
f(b) — f(a) = VF(§) ' (b~ a)
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Richiami
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Convergenza a punti stazionari

Sotto I'ipotesi (A1), faremo vedere che
liminf || Vf(xk)| = 0.
k—00

Seguiremo due strade.
@ Assumendo che Vf sia continuo;

@ Assumendo che Vf sia Lipschitz continuo con costante L.
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Analisi di convergenza (2)
®0000000

Lipschitz Continuita di Vf

Definizione

V' e Lipschitz continuo (con costante L) su un insieme A C IR"
quando, comunque presi due punti x,y € A, risulta

IVF(x) = VF(y)ll < Lllx =yl
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Analisi di convergenza (2)
O®000000

Angolo tra due vettori

Coseno dell'angolo tra due vettori
in R™: ‘

VTd 0]
o(d =—— o
cos (e v) = T
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Analisi di convergenza (2)
[e]e] le]e]elele)

Angolo vettore — insieme di vettori

Dati:
@ un insieme finito di vettori o
(direzioni) D

@ un vettore v € R"

¢(v) = max e max cos 6(d, v)
~ deD ||v||||d||  deD ’
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

vid

—max ¢ — o(d
) = T2 Tl ~ Fep st )
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

vid

P(v) = quagm = max cos 0(d, v)

Dato un insieme finito di vettori (di-
rezioni) D

(D) = min 6(v) = min max
AP = JE Y T e b VI #(D) =

Sl
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e] le]elele)

Misura del coseno (di un ins. di vettori)

o(v) = max " _ maxcost(d, v)
VTG vIld] ~ dep Y

Dato un insieme finito di vettori (di-
rezioni) D

vid
K(D) — min ¢(V) = min max ———
vER? veRn deD ||v||||d]|| #(D) =0
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora

)
v'd

D = i _— —
w(D) = s X Tl
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora

_ vid _ lvTel
k(D) = min max ——— = min max ——
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora

Td . |vTe,~|
k(D) = min max ——— = min max ——
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||

= max ]v e

veR, Hv||—1 i=1
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora

_ vid _ lvTel
k(D) = min max ——— = min max ——
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||

= max ]v e
VER" Hv|| 1i=1,...,n

w(D) = 1//n \

dim. Per ogni v € R", |v e = |vi.
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora

_ vid _ lvTe
k(D) = min max ——— = min max ——
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
= max ]v e
VER" Hv|| 1i=1,...,n

w(D) = 1//n

dim. Per ogni v € R", [v e| = |vi|. Se |[v|]? =1 [vi|* =1,
allora
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora
Td T4,
k(D) = min max —° = min max lv el
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
= max ]v e
VER" HVII Li=l...n

w(D) = 1//n

dim. Per ogni v € R", [v e| = |vi|. Se |[v|]? =1 [vi|* =1,
allora |v"ej| > 1/4/n per qualche j. Quindi,
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora
Td T4,
k(D) = min max —° = min max lv el
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
= max ]v e
VER" HVII Li=l...n

w(D) = 1//n

dim. Per ogni v € R", [v e| = |vi|. Se |[v|]? =1 [vi|* =1,
allora |v'ej| > 1/y/n per qualche j. Quindi, (D) > 1/y/n.
Se consideriamo v = aje; + - -+ + ape, con o = +£1/4/n,
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Analisi di convergenza (2)
0O000@000

Una proprieta importante

Limitiamoci a considerare D = {+ey,...,te,}. Allora
Td T4,
k(D) = min max —° = min max lv el
veRn deD ||v||||d]]  veRmi=1,..n V||
= max ]v e
VER" HVII Li=l...n

w(D) = 1//n

dim. Per ogni v € R", [v e| = |vi|. Se |[v|]? =1 [vi|* =1,
allora |v'ej| > 1/y/n per qualche j. Quindi, (D) > 1/y/n.
Se consideriamo v = aje; + - -+ + ape, con o = +£1/4/n,

k(D) = 1//n. O




Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e] lele)

Convergenza a punti stazionari

Per i metodi visti vale il risultato

Teorema

Se vale (A1) e se Vf(x) é Lipschitz continuo modulo L, allora

liminf ||V f(xx)|| = 0.
k—ro0

(Ovvero almeno un punto limite di {xx} & stazionario)
Dim.

o {xx} C L(xo0);

@ esiste K1 € {0,1,2,...} s.t. Agp1 = Ag/2.
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e] lele)

Convergenza a punti stazionari

Per i metodi visti vale il risultato

Teorema
Se vale (A1) e se Vf(x) é Lipschitz continuo modulo L, allora

liminf ||V f(xx)|| = 0.
k—ro0

(Ovvero almeno un punto limite di {xx} & stazionario)
Dim.
o {xx} C L(xo0);
@ esiste K1 € {0,1,2,...} s.t. Agp1 = Ag/2.
Consideriamo la sottosuccessione {xk }kek, (contenuta in L(xp),
ammette punti limite).
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e] lele)

Convergenza a punti stazionari

Per i metodi visti vale il risultato

Teorema
Se vale (A1) e se Vf(x) é Lipschitz continuo modulo L, allora

liminf ||V f(xx)|| = 0.
k—ro0

(Ovvero almeno un punto limite di {xx} & stazionario)
Dim.
o {xx} C L(xo0);
@ esiste K1 € {0,1,2,...} s.t. Agp1 = Ag/2.
Consideriamo la sottosuccessione {xk }kek, (contenuta in L(xp),
ammette punti limite). Percui, esiste K» C Kj s.t.

° lim Xk = X;
k—00,keKy

(] lim Ak =0.
k—00,keK3
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e]e] o)

Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che
1

\/EHVf(Xk)II < —Vf(x)'d (1)
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e]e] o)

Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che

1
Jn

inoltre, siccome l'iterazione k € K, e di fallimento:

0< f(Xk—l-Akd) — f(Xk)

IVF(xi) < =VF(x) " d (1)
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e]e] o)

Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che

1
Vn
inoltre, siccome l'iterazione k € K, e di fallimento:

0 < f(xk + Axd) — F(xk) = VF(xi + BrDid) T Ard
con B, € (0,1).

IVF(xi) < =VF(x) " d (1)
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e]e] o)

Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che

1
Vn

inoltre, siccome l'iterazione k € K, e di fallimento:
0 < f(xk + Axd) — F(xk) = VF(xi + BrDid) T Ard

con Bk € (0,1). Ciog, sommando —A,Vf(xx)"d ad ambo i
membri,

IVF(xi) < =VF(x) " d (1)

— A VE(xi)Td < A (Vx4 BiDid) — VE(xi)) " d
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Analisi di convergenza (2)
[e]o]e]e]e]e] o)

Convergenza a punti stazionari (segue)

Dal fatto che k(D) = 1/+/n, abbiamo che, per ogni k € K5, esiste
almeno una direzione d € D tale che

1
Jn

inoltre, siccome l'iterazione k € K, e di fallimento:

IVF(xi) < =VF(x) " d (1)

0 < f(xk + Axd) — F(xk) = VF(xi + BrDid) T Ard

con Bk € (0,1). Ciog, sommando —A,Vf(xx)"d ad ambo i
membri,

— A VE(xi)Td < A (Vx4 BiDid) — VE(xi)) " d

ovvero, per la (1),

1
——IVF(xi)ll < (VF(xk + BeDrd) — VF(xq)) " d.
ﬁ



Analisi di convergenza (2)
0000000

Convergenza a punti stazionari (segue)

Ora, usando la Lipschitz continuita di Vf
1
—||Vf < L||BeAd||||d] < LA
ﬁHV ()|l < LlIBeAkd|||d| < LA,

quindi
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Analisi di convergenza (2)
0000000

Convergenza a punti stazionari (segue)

Ora, usando la Lipschitz continuita di Vf
1
—||Vf < L||BeAd||||d] < LA
ﬁHV ()|l < LlIBeAkd|||d| < LA,

quindi
V(x| < VnLA.
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Analisi di convergenza (2)
0000000

Convergenza a punti stazionari (segue)

Ora, usando la Lipschitz continuita di Vf
1
—||Vf < L||BeAd||||d] < LA
ﬁHV ()|l < LlIBeAkd|||d| < LA,
quindi
IVF(xi)ll < v/nLA.

Il risultato segue ricordando che limy_,o kek, Ak =0 0
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Hooke-Jeeves
[ JeJele]

Pseudo-code di “compass search”

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {ie,-, i=1,..., n}
k<0, x4+ xp, A+ Ag
while k <maxit and A > A, do
k+—k+1
Let d € D be st. f(x+ Ad) = min f(x + Ad))
if f(x + Ad) < f(x) then
X x+ Ad

else
A<+ AJ2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[ JeJele]

Pseudo-code di “compass search” rivisto o debole

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {j:e,-, i=1,..., n}
k<0, x4+ xp, A+ Ag
while kK <maxit and A > A,,;;, do

k+—k+1

if 3d e Dst f(x+ Ad) < f(x) then
X x+ Ad

else
A—A)2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[ JeJele]

Pseudo-code di “compass search” rivisto o debole

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {j:e,-, i=1,..., n}
k<0, x4+ xp, A+ Ag
while kK <maxit and A > A,,;;, do

k< k+1, y<+ x

if 3deDst f(y+ Ad) < f(y) then
y+—y+Ad

X4y
else

A—A)2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[ JeJele]

Pseudo-code di “compass search” rivisto o debole

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {j:e,-, i=1,..., n}
k<0, x4+ xp, A+ Ag
while k <maxit and A > A, do
k< k+1, y<+ x
for each d € D
if f(y + Ad) < f(y) then
y < y + Ad, break
endif
end for
if f(y) < f(x) then
X4y
else
A—A)2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[ JeJele]

Un nuovo metodo

INPUT: xg, Do, Apmin, maxit, D = {j:e,-, i=1,..., n}
k(—O,X%XO,A%AO
while k <maxit and A > A, do
k< k+1, y<+ x
for each d € D
if f(y + Ad) < f(y) then
y <+ y+Ad
endif
end for
if f(y) < f(x) then
X4y
else
A—A)2
endif

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}

k <+ 0, x < x0, A < Ay

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}
k<0, x + x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}
k<0, x + x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k< k+1 y+x

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}
k <+ 0, x < x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k< k+1 y+x

for eachd € D

if f(y + Ad) < f(y) then y <y + Ad
end for

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}
k<0, x + x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k< k+1 y+x
for each d € D
if f(y + Ad) < f(y) then y <y + Ad
end for
if f(y) < f(x) then
X4y
else A < A2

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e] Tele]

Un “nuovo’” metodo

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i =1,...,n}
k<0, x < x0, A <+ Ao
while k <maxit and A > A, do
k< k+1 y+x
for eachd € D
if f(y + Ad) < f(y) then y <y + Ad
end for
if f(y) < f(x) then
X4y
else A < A2
end while

RETURN: x (miglior punto determinato)

Domande?
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x < x0, A + Ay

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k—k+1 y<+x

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do
k+—k+1 y+x
for each d € D (exploratory moves from x)
if f(y +Ad) < f(y) then y « y + Ad
end for

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k+—k+1 y+x

for each d € D (exploratory moves from x)
if f(y +Ad) < f(y) then y <y + Ad

end for

if f(y) < f(x) then

else A — A)/2

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k+—k+1 y+x

for each d € D (exploratory moves from x)
if f(y +Ad) < f(y) then y <y + Ad

end for

if f(y) < f(x) then (pattern move along y — x)
zey+(y—x)

else A — A)/2

end while
RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e] o]

[l metodo di Hooke& Jeeves

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k <+ 0, x <+ x0, A < Ay
while k <maxit and A > A, do

k—k+1 y<+x
for each d € D (exploratory moves from x)
if f(y +Ad) < f(y) then y <y + Ad
end for
if f(y) < f(x) then (pattern move along y — x)
zey+(y—x)
for each d € D (exploratory moves from z)
if f(z+ Ad) < f(z) then z < z + Ad
end for
if f(z) < f(y) then x <— z else x <y
else A — A)/2

end while

RETURN: x (miglior punto determinato)
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Hooke-Jeeves
[e]e]e] )

Convergenza di Hooke& Jeeves

Nota bene: Come per il “compass search”

@ Se il passo non viene pill aggiornato, e.g. Agi1 = Ay, tutti i
punti xx, da un k in poi, appartengono ad una “griglia”;

@ Se il punto non cambia, e.g. xki+1 = X«k,

f(xk + Axd) > f(xx) per ogni d € D.
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Hooke-Jeeves
[e]e]e] )

Convergenza di Hooke& Jeeves

Nota bene: Come per il “compass search”

@ Se il passo non viene pill aggiornato, e.g. Agi1 = Ay, tutti i
punti xx, da un k in poi, appartengono ad una “griglia”;

@ Se il punto non cambia, e.g. xki+1 = X«k,
f(xk + Axd) > f(xx) per ogni d € D.
Quindi, se L(xp) & compatto e f & cont. differenziabile:
o lim A,=0
k—o0

@ almeno un punto limite & stazionario
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Hooke-Jeeves
[e]e]e] )

Convergenza di Hooke& Jeeves

Nota bene: Come per il “compass search”

@ Se il passo non viene pill aggiornato, e.g. Agi1 = Ay, tutti i
punti xx, da un k in poi, appartengono ad una “griglia”;

@ Se il punto non cambia, e.g. xki+1 = X«k,

f(xk + Axd) > f(xx) per ogni d € D.

Quindi, se L(xp) & compatto e f & cont. differenziabile:
o lim A,=0
k—o00
@ almeno un punto limite & stazionario

o VI(x)=0
o liminf |[Vf(x¢)|| =0
k—o00
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Un metodo generale
e0

Un metodo generale

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do

if ‘3 yi st fyw) < F(xx) —“/Ak‘
Ay < Ay
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Un metodo generale
e0

Un metodo generale

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do

if ‘3 v st fyk) < f(x) —“/Ak‘
Appr < Ay

elseif |3 d € D sit. f(x + Apd) < f(xx) —7A7
Yk < Xk + AkJ, Apy1 — Ay
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Un metodo generale
e0

Un metodo generale

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do

if ‘3 v st fyk) < f(x) —“/Ak‘
Appr < Ay

elseif |3 d € D sit. f(x + Apd) < f(xx) —7A7
Yk < Xk + AkJ, Apy1 — Ay

else
Vi = Xk, Dyr1 < Dy /2

endif
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Un metodo generale
e0

Un metodo generale

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do

if ‘3 Yk st fyk) < f(xk) —“/Ak‘
Ay < Ay

elseif |3 d € D sit. f(x + Apd) < f(xx) —7A7
Yk < Xk + AkJ, Apy1 — Ay

else
Vi = Xier Djeyy < Dy /2

endif

| Find xici1 st f(xe1) < ()|

k+—k+1

end while

RETURN: {x«}, {A«} successioni di punti e passi
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Un metodo generale
oe

Un metodo generale

INPUT: x0, Do, Amin, maxit, D = {te;,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ax > A, do

if ‘3 ye st fyk) < flx) — /Ak‘
Ay < Ay

elseif|(3d e D st. f(xk + Axd) < F(xi) — A7
Vi < Xk + AkJ, Apy1 — Ay

else
Vi = Xier Dpeyy < Dy /2

endif

| Find xici1 st f(xe1) < ()|

k+—k+1

end while

RETURN: {x«},{A«} successioni di punti e passi
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Un metodo generale
oe

Un metodo generale

INPUT: X0, Ao, Amin, maxit, D = {+e,i=1,...,n}
k<0
while k <maxit and Ayx > A, do

if [ Iyest Fy) < F(x) 1A
Appr <+ Ay

elseif|3d € D o > Ay st F(x+ Ad) < Fx) —707]
Yk < Xk + ()za, Ak+1 — «

else
Vi = X, Dpyr = Dy /2

endif

| Find xics1 st f(xe1) < ()|

k< k+1

end while

RETURN: {x«}, {Ak} successioni di punti e passi
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